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Prefazione

Questa tesi nasce dal lavoro che ho fatto come stagiaire in Francia, nel Laboratoire de
Probabilités et Modèles Aléatoires1 di Parigi, sotto la guida del professore Giambattista
Giacomin. Lo stage, tipico passo francese prima della laurea magistrale, è consistito nello
studio del modello di Kuramoto: il primo modello matematico che tratta il fenomeno
della sincronizzazione.

Il modello di Kuramoto ([1, 58, 60, 92]) è un sistema di N equazioni differenziali
ordinarie non lineari (eventualmente stocastiche), in cui ogni equazione prescrive la di-
namica di un oscillatore, rappresentato tramite una funzione sul cerchio unitario. Ogni
equazione è accoppiata con le altre rendendo impossibile trovare soluzioni esatte, è tut-
tavia interessante studiare l’evoluzione della popolazione, e quindi la misura empirica del
sistema, per N sufficientemente grande.

Nella formulazione originale ([58, 59]) il modello è di tipo mean-field : ogni unità
interagisce debolmente con tutte le altre nello stesso identico modo, il che equivale a
dire che in ognuna delle N equazioni il termine di accoppiamento è lo stesso. Questa
caratteristica rende il modello trattabile analiticamente, ma al contempo difficilmente
applicabile in Fisica Matematica o in Matematica Applicata: è facile immaginare esempi
di sistemi reali in cui le unità non interagiscono tutte le une con le altre e sicuramente
non tutte nello stesso modo, il cervello inteso come rete complessa di cui i neuroni ne
costituiscono i vertici ne è un ottimo esempio ([14]).

Visti i grandi progressi fatti negli ultimi 50 anni riguardo lo studio dei grafi alea-
tori (ad esempio le due reviews [11, 98]) e visto il crescente interesse applicativo alla
modellizzazione di sistemi complessi ([3, 4, 10, 75]), un’ampia area della ricerca in Ma-
tematica Applicata si è diretta verso lo studio di modelli di particelle definiti su grafi
aleatori ([28, 30, 86]), ovvero di sistemi in cui la topologia delle connessioni non ha una
struttura banale, come nel caso mean-field, ma rappresenta delle proprietà peculiari che
influenzano la dinamica del sistema stesso. Proprio in questa direzione è da intendere il
risultato presentato in questa tesi nel capitolo 3.

L’abbondante bibliografia presente, sebbene né esaustiva né completa, vorrebbe ren-
dere questo lavoro anche di prezioso valore bibliografico: non esiste ad oggi nessuna review
matematica completa sul modello di Kuramoto ed i numerosi articoli presenti non sempre
citano il modello come modello di Kuramoto, né forniscono una bibliografia adeguata (co-
sa che ha reso l’autore mentalmente instabile per lungo tempo). Il documento vorrebbe
quindi fornire anche un primo piccolo atlante a coloro che si interesseranno alla tematica
della sincronizzazione sotto il punto di vista prettamente matematico.

1https://www.lpma-paris.fr/
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PREFAZIONE 2

Questo lavoro è suddiviso in quattro capitoli ed una piccola introduzione. L’introdu-
zione è di carattere storico e può essere tranquillamente saltata per chi ha come unico
interesse l’aspetto matematico del lavoro. Non si può però negare che il modello di Kura-
moto sia nato come modello di Fisica e per questo numerose sono le osservazioni presenti
in questa tesi che cercano di colmare il gap fra intuizioni originali e trattazione rigorosa.

Nel primo capitolo viene presentato il modello di Kuramoto, sia nella formulazione
originale (sezione 1.1) che nella formulazione stocastica (sezione 1.2), nonché alcuni dei
risultati e degli interrogativi della ricerca matematica attuale a fine di ogni sezione. Al
termine del primo capitolo verrà presentata la variante topologica (sezione 1.3) su cui si
concentrerà il resto della tesi. Nel secondo capitolo si entra nel frame della Meccanica Sta-
tistica e verrà presentato il modello XY (sezione 2.1), strettamente collegato al modello
di Kuramoto. Infatti, nel caso in cui si consideri la variante reversibile di quest’ulti-
mo (sezione 2.2), la misura invariante dei due modelli risulta essere la stessa (sezione
2.3), rendendo trattabile il modello con i numerosi strumenti della Meccanica Statistica
d’equilibrio.

Nel terzo capitolo, vera parte innovativa di questa tesi, si presenta il risultato ottenuto
durante lo stage (Teorema 3.8): l’energia libera (sezione 2.1) del modello XY definito su
di un grafo aleatorio converge, al crescere della taglia del sistema, a quella del caso mean-
field. Esibito un opportuno spazio di probabilità sull’insieme dei grafi, la convergenza è
da intendere per quasi ogni grafo, sotto l’unica ipotesi che il numero medio di connessioni
per vertice diverga, al divergere della taglia del sistema.

L’ultimo capitolo è di carattere numerico; una parte dello stage è stata dedicata allo
studio di simulazioni. Le più significative sono qui presentate, sono rivolte all’indagine dei
risultati delle sezioni 1.3 e 2.2 nonché a fornire una linea guida per un possibile sviluppo
in questa affascinante area della ricerca matematica.
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Introduzione

In Matematica lo studio dei fenomeni di sincronizzazione non è nato che a partire dalla
fine degli anni 90. Tuttavia Norbert Wiener, già a fine anni 40, aveva intuito l’importanza
di tali fenomeni mentre, con argomenti euristici, tentava di spiegare l’oscillazione delle
«onde cerebrali» presenti negli esami di elettroencefalografia attraverso l’attività sincrona
ed asincrona dei neuroni [103]. Il tentativo rimase isolato e la grezza spiegazione mate-
matica fornita fu probabilmente anche mal vista dalla comunità scientifica a causa della
scarsità di prove sperimentali (per una storia esaustiva si consiglia il capitolo 2 di [93]).
In compenso la Matematica per le Neuroscienze è oggi in grande sviluppo ([55, 43]).

L’idea che si è poi rivelata essere attaccabile matematicamente fu partorita attorno al
1965 dal fisico Arthur Winfree. Nell’articolo Biological rhythms and the behavior of popu-
lations of coupled oscillators [104], Winfree propone un modello estremamente semplice,
se rapportato alla complessità dei fenomeni di sincronizzazione del mondo reale, in cui
ogni particella, che sia una lucciola, un neurone o un circuito elettrico, viene modellizzata
da un oscillatore ✓ = ✓(t), ovvero da una funzione dipendente dal tempo t e a valori sulla
sfera unitaria. Nello stesso articolo, riconoscendo l’ubiquo ruolo della sincronizzazione
nella vita di tutti i giorni, l’autore scrive:

The impressive variety of biological rhythms leaves no doubt that au-
tonomously periodic processes contribute to the coordination of life-
processes. The question here raised is, “What modes of temporal orga-
nization -if any- could result from weak interactions in a population of
innately oscillatory devices (e.g. electronic oscillators, secretory cells,
spontaneously active neurons, or individual animals)?’

L’idea cruciale fu quella di pensare questa popolazione come un’insieme di particelle
interagenti fra loro (accoppiate) e di supporre che, all’aumentare dell’interazione, esistesse
un valore critico oltre il quale parte di esse si sincronizzassero alla stessa frequenza.
In altre parole Winfree presentò il fenomeno della nascita di sincronizzazione come un
fenomeno già largamente conosciuto dai fisici e noto come «transizione di fase»: così
come l’acqua ghiaccia superata una determinata temperatura, così Winfree riteneva che
la sincronizzazione potesse nascere una volta eccessa una certa soglia, ad esempio, nella
forza di interazione fra le unità.

Il modello presentato in [104] può essere formulato così ([92]):

(0.0.1) d

dt

✓
i

(t) = !
i

+

0

@

N

X

j=1

X(✓
j

(t))

1

AZ(✓
i

(t)), i = 1, . . . , N,

dove ✓
i

rappresenta la fase dell’oscillatore i e !
i

2 R la frequenza naturale alla quale ruo-
terebbe se fosse isolato. Ogni oscillatore j esercita un’influenza dipendente dalla propria
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INTRODUZIONE 5

fase X(✓
j

) su tutti gli altri; la risposta corrispondente dell’oscillatore i varia ancora una
volta a seconda della posizione ✓

i

, tramite la funzione di sensitività Z(✓
i

). Quest’ultima
funzione è da intendere in ogni caso «piccola» rispetto alla frequenza naturale !

i

, Winfree
aveva infatti in mente «interazioni deboli», le uniche per le quali il sistema potesse essere
attaccato qualitativamente [104, pag.19].

Tramite simulazioni numeriche ed approssimazioni analitiche il fisico americano scoprì
che una tale popolazione di oscillatori esibiva un fenomeno analogo a quello delle tran-
sizioni di fase (si veda la sezione 2.1), ma il modello (0.0.1) rimaneva comunque troppo
complicato per dettagliate analisi analitiche: la generalità delle funzioni X e Z ne rendo-
no impossibile la trattazione matematica (per chi fosse interessato, alcuni sviluppi sono
discussi in [5], per completezza rimandiamo anche al libro di Winfree [105]).

Fu in questo background che si sviluppò il lavoro di Yoshiki Kuramoto, un professore
di fisica della Kyoto University. Kuramoto osservò che in un caso estremamente semplice,
ovvero nel caso in cui ogni oscillatore è debolmente accoppiato con tutti gli altri e tale che
l’interazione dipende unicamente dalla differenza delle fasi degli oscillatori (e non dalla
loro posizione) tramite la funzione sin(·), allora il modello risulta trattabile ed è possibile
studiarne le soluzioni stazionarie (si veda il Teorema (1.15)). Nel capitolo 1 vedremo come
dal sistema (0.0.1) si passa al modello di Kuramoto (1.1.1).

Il primo articolo di Kuramoto [58] data 1975 e contiene il primo abbozzo del mo-
dello omonimo, un’analisi (fisica) più dettagliata trova spazio nel libro pubblicato suc-
cessivamente nel 1984 Chemical Oscillations, Waves, and Turbulence [59]. Tentativi di
studiarne la stabilità si sono susseguiti negli anni e risultano, ancora oggi, una grande
sfida matematica a causa del carattere non lineare del problema; nel 2000 il fisico Steven
Strogatz ha pubblicato un celebre sunto storico con i tentativi di analisi della stabilità a
cui rimandiamo per informazioni più dettagliate [92].

I maggiori contributi matematici allo studio di questo modello provengono principal-
mente da due aree distinte della Fisica-Matematica: da una parte i progressi compiuti
da Cedric Villani riguardo il fenomeno del Landau Damping ([34, 40, 95]) e lo studio
dell’equazione di Vlasov per il plasma ([25, 61, 101]) hanno gettato un po’ di luce sul
problema della stabilità, dall’altra l’approccio della Meccanica Statistica alla versione sto-
castica del modello (sezioni 1.2 e 2.2 e [8, 9, 25, 46, 88, 101]) promette progressi di
largo interesse (il modello di Kuramoto nel setting stocastico è un modello di Meccanica
Statistica di non equilibrio!).

Negli ultimi anni sono comparse numerose reviews di fisica che tentano di porre le
basi per lo studio dei fenomeni di sincronizzazione (si vedano ad esempio [1, 4, 81]),
mentre manca una trattazione matematica completa. Il modello qui presentato, per via
della sua (apparente) semplicità, si presta molto bene ad essere scelto come «modello
paradigmatico» della sincronizzazione in Matematica e va ben oltre. Importanti sfide
matematiche vengono sollevate: dallo studio delle equazioni alle derivate parziali iperbo-
liche (sezione 1.1) e paraboliche (sezione 1.2), per tempi brevi e per tempi lunghi (sezione
1.3), allo studio del comportamento delle soluzioni nel caso finito (sezione 2.2), in cui la
finitezza del sistema induce fluttuazioni tutt’altro che trascurabili (Teorema 2.12) ed invi-
sibili alla formulazione continua (sezione 1.3 e capitolo 4). In questa tesi abbiamo deciso
di concentrarsi su uno degli aspetti probabilmente più interessanti e promettenti della
ricerca in (Fisica e) Matematica che esula dal modello di Kuramoto in sé, ma coinvolge
una vastissima classe di problemi: lo studio di sistemi di particelle interagenti definiti su
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grafi aleatori.
La moderna diffusione di reti (networks) come social networks, information networks

e financial networks (si vedano [10, 76, 98]), ha reso lo studio dei grafi aleatori (ad
esempio [98, 11]) lo strumento matematico per eccellenza per la modellizzazione delle reti
complesse (complex networks). Inoltre, al di là dell’estremo interesse applicativo (quasi
nessun modello reale è un modello mean-field), recentemente molte questioni matematiche
sono state sollevate dalla fisica teorica [29, 30, 71]. Per queste ragioni, abbiamo deciso
di concentrare la nostra ricerca nello studio del modello di Kuramoto definito su di un
grafo aleatorio.

Osservazione. Studiare un modello di particelle interagenti su di un grafo aleatorio
equivale a ridefinire le connessioni fra le particelle: passando da un grafo completo, ovvero
il caso mean-field in cui ogni punto è collegato con gli altri, ad un grafo generico, in cui
due particelle, simboleggiate da due vertici sul grafo, interagiscono unicamente se sullo
stesso grafo è presente l’arco connettente i due corrispettivi vertici. La dicitura aleatorio
indica che il grafo è generato in maniera casuale secondo una certa ricetta probabilistica
e che, in particolare, ne vengono studiate le proprietà statistiche piuttosto che algebriche
([11, 38]).

Osservazione. Sulla topologia delle connessioni. Nonostante il termine topologia
abbia una definizione a se stante in Matematica, in questa tesi il termine viene utilizzato
come una dicitura e non ha nessuna connessione con la definizione di spazio topologico.
Parliamo di topologia delle connessioni poiché, a seconda della ricetta probabilistica im-
piegata per la generazione di un grafo aleatorio, la struttura delle connessioni presenta
delle proprietà locali e globali estremamente variabili (componenti connesse, presenza di
hub, ecc). L’autore ha scelto questa terminologia a partire dagli articoli [15, 32, 31].



CAPITOLO 1

Il modello di Kuramoto

In questo capitolo presentiamo il modello di Kuramoto, dalla formulazione del 1975 da
parte del professore giapponese Yoshiki Kuramoto [58], alla versione stocastica introdotta
qualche anno dopo [87] e su cui ci concentreremo nei capitoli successivi.

La prima sezione di questo capitolo è dedicata alla formulazione originale ed ai primi
tentativi di analisi: viene presentato il modello formulato per N finito e successivamente
ne viene ricavata la versione continua, qui viene formalmente ricavata a partire dalla
misura empirica del sistema finito. Grazie a questa formulazione, che esprime l’evoluzione
della distribuzione di oscillatori tramite un’equazione alle derivate parziali iperbolica, è
possibile cominciare a porsi delle domande sistematiche su stabilità e unicità di soluzioni:
tutti questi argomenti verranno riportati alla fine della sezione, assieme agli interrogativi
ancora aperti su cui si concentra la ricerca attuale.

Nella seconda sezione trattiamo un’altra versione del modello di Kuramoto che ha
riscosso molto successo: è la versione stocastica, orginariamente formulata dal giapponese
Shigeru Shinomoto e dallo stesso Kuramoto nel 1986 [85]. Ripercorrendo la falsa riga della
sezione precedente, proponiamo la trattazione sistematica del modello stocastico. Dopo
aver definito il sistema di equazioni che lo caratterizza, ne presentiamo l’euristica, diversa
dal caso standard, e deriviamo l’equazione per la funzione densità nel caso continuo:
troveremo un’equazione Fokker-Planck. La parte finale della sezione sarà ancora una
volta dedicata a riassumere i risultati ed i punti salienti della ricerca attuale.

L’ultima parte è votata alla presentazione di una delle varianti topologiche proposte
per il modello di Kuramoto. Variare la topologia consiste nel ridefinire quantitativamen-
te e qualitativamente le interazioni fra le particelle; il modello originale è un cosidetto
modello mean-field: ogni unità interagisce con ogni altra in modo identico, lo si pensa
così definito su di un grafo completo. L’estensione del modello ad una classe generica di
grafi, la cosidetta topologia delle interazioni, è uno dei punti salienti dell’attuale ricerca
matematica nelle reti complesse [28].

1.1. Prima formulazione

Sia N 2 N e siano ✓
i

= ✓
i

(t) con i = 1, . . . , N , funzioni a valori sulla sfera unitaria,
da ora in poi indicata con S. Definiamo modello Kuramoto standard finito, abbreviato
KM, il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie:

(1.1.1) d✓

i

dt

(t) = !
i

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t)), i = 1, . . . , N.
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1.1. PRIMA FORMULAZIONE 8

Con K > 0 costante reale positiva e {!
i

}
i=1,...,N

una famiglia di variabili aleatorie in-
dipendenti ed identicamente distribuite (da ora in poi i.i.d.) con densità di probabilità
⌫dis(d!).

Le condizioni iniziali, denotate con {✓
i

(0)}
i=1,...,N

, sono lasciate arbitrarie. Ne spe-
cificheremo la dipendenza da {!

i

}
i=1,...,N

quando necessario (si veda più avanti nella
formulazione continua, sottosezione 1.1.2).

Osservazione 1.1. Nonostante il sistema sia definito su di una varietà (il toro N -
dimensionale TN , prodotto euclideo di N sfere unitarie), è sufficiente risolvere il sistema
in RN ed applicare la riduzione ✓

i

(t) 7! ✓
i

(t) mod (2⇡) ad ogni coordinata per far sì che
(1.1.1) sia ben definito.

Osservazione 1.2. Fissato i 2 {1, . . . , N}, la funzione ✓
i

può essere considerata come
la fase di un orologio o oscillatore. In questa prospettiva !

i

rappresenta la frequenza
naturale della particella i-esima, ovvero la velocità angolare alla quale ruoterebbe se
fosse isolata. Nella formulazione originale la famiglia {!

i

}
i=1,...,N

, chiamata disordine, è
indipendente dalla scelta delle condizioni iniziali. In particolare gli !

i

sono campionati da
una densità di probabilità assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesque (qui
indicata con d!), simmetrica rispetto alla frequenza media ed unimodale1. Scriveremo
⌫dis(d!) = g(!)d!.

Nonostante le !
i

siano considerate qui come variabili aleatorie, è possibile formulare
il modello anche senza nessuna nozione probabilistica, si veda il lavoro di Lancellotti [61].

Teorema 1.3. Sia N 2 N, data una qualsiasi condizione iniziale {✓
i

(0)}
i=1,...,N

il
problema di Cauchy KM ammette una ed una sola soluzione {✓

i

(t)}
i=1,...,N

definita per
ogni t � 0.

Dimostrazione. Riscriviamo il sistema in questo modo
d

dt
✓(t) = F (✓(t)),

con

✓(t) = (✓
1

(t), . . . , ✓
N

(t)) 2 TN ,

F (✓) =

0

@!
1

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

� ✓
1

), . . . ,!
N

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

� ✓
N

)

1

A 2 RN .

Per via della regolarità della funzione F , in particolare è lipschitziana, si può applicare il
teorema di esistenza ed uncità per il problema di Cauchy.

Una condizione sufficiente per avere esistenza globale per t � 0 è data dalla sublinea-
rità di F ; nel nostro caso F è addirittura limitata, per un generico i vale che

�

�

�

�

�

�

!
i

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

� ✓
i

)

�

�

�

�

�

�

 max

i=1,...,N

|!
i

|+K.

⇤

1In altre parole g ha un solo massimo. In caso di due picchi, si parla di distribuzione bimodale e
così via.
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Sia ⌦ =

R

R !⌫dis(d!), con la trasformazione
(1.1.2) ✓

i

(t) 7! ✓
i

(t)� ⌦t,
si ottiene

d✓

i

dt

(t) = !
i

� ⌦+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t)), i = 1, . . . , N.

Possiamo dunque supporre che la famiglia {!
i

}
i=1,...,N

si distribuisce attorno al valore
0. Continuando l’analogia con gli oscillatori, questo equivale a considerare non le fasi dei
singoli oscillatori, ma lo scarto di frequenza rispetto alla frequenza media.

Seguendo la trattazione di Kuramoto del 1984, definiamo uno strumento cruciale per
l’analisi del modello, il parametro d’ordine.

Si definisce parametro d’ordine il numero complesso

(1.1.3) r(t) exp(i (t)) = 1

N

N

X

j=1

exp(i✓
j

(t)).

Ogni exp(i✓
i

(t)) è una freccia sul cerchio unitario che rappresenta la posizione della
particella i all’istante t; r exp(i ) altro non è che la media di queste posizioni.

Se  2 S esprime la «fase media», il coefficiente r 2 [0, 1], è una vera e propria
misura del grado di sincronizzazione globale2. Una distribuzione uniforme dei ✓

i

forza r
ad assumere valori prossimi allo 0, mentre il caso in cui, fissato t 2 R, ✓

i

⌘ ✓ costante, si
verifica se e solo se r = 1: sincronizzazione completa.

Osservazione 1.4. Il termine parametro d’ordine viene da un contesto più ampio
della Fisica-Matematica. In generale si definisce un tale parametro per una classe di pro-
blemi detti di «campo medio» (mean-field in inglese). Si ha un campo medio quando la
dinamica di un sistema composto da numerosi elementi può essere descritta unicamente
da un parametro globale, il quale dipende solo implicitamente dallo stato degli elemen-
ti del sistema. Qui di seguito mostriamo che lo stato di sincronizzazione del sistema
KM rappresenta il parametro d’ordine del sistema stesso, e che l’intera dinamica per la
particella ✓

i

può essere espressa unicamente in funzione dei parametri globali r e  .

Moltiplichiamo (1.1.3) per il termine exp(�i✓
i

)

r exp(i( � ✓
i

)) =

1

N

N

X

j=1

exp(i(✓
j

� ✓
i

)),

prendiamo la parte immaginaria dell’uguaglianza:

r sin( � ✓
i

) =

1

N

N

X

j=1

sin(✓
j

� ✓
i

),

ed otteniamo, a meno del parametro K, il secondo termine a destra dell’uguale in (1.1.1).
Abbiamo dunque dimostrato che

2Bisogna specificare che r non può tenere di conto di eventuali sincronizzazioni «locali» (che non han-
no rilevanza nel nostro caso trattandosi di un modello mean-field). Per studiare effetti di sincronizzazione
più complessi, come la presenza di più cluster sincronizzati nella stessa popolazione, bisogna utilizzare
altri parametri. Una trattazione definitiva e chiara che ricopra tutta la fenomenologia interessante ad
oggi non esiste, si veda [1] per alcune proposte.
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Lemma 1.5. Il modello di Kuramoto Standard è equivalente al modello

(1.1.4) d✓

i

dt

= !
i

+Kr sin( � ✓
i

), i = 1, . . . , N.

Con r e  definiti da (1.1.3) e tutte le altre variabili invariate rispetto a KM.

1.1.1. Euristica. Consideriamo il seguente esempio: sia  2 S, ! 2 R e ✓ : [0,1) !
S una funzione che soddisfa la seguente equazione differenziale ordinaria

d✓

dt

(t) = ! +K sin( � ✓(t)),

con K parametro reale positivo e ✓(0) 2 S condizione iniziale assegnata. Cercheremo di
capire, al variare di K, il comportamento della soluzione ✓(t).

Per valori molto piccoli di K si ha che ✓(t) ⇡ !t + ✓(0), ovvero un oscillatore di
velocità angolare costante !; viceversa un valore di K grande rispetto a !, renderà questo
trascurabile e la dinamica si ridurrà, con buona approssimazione, a

d✓

dt

= K sin( � ✓).

Una facile analisi del piano delle fasi mostra che a partire da ogni condizione iniziale il
sistema converge alla soluzione ✓(t) ⌘  .

Il ruolo di questo esempio è duplice:

• da una parte giustifica la scelta di Kuramoto di prendere il seno come funzione
di accoppiamento: ogni particella ✓

i

cerca di attirare ogni altra particella alla
propria frequenza, grazie al termine sin(✓

i

� ✓·);
• dall’altra, guardando alla nuova formulazione (1.1.4) in termini di r e  , si

capisce come ogni oscillatore tenda, per valori sufficientemente grandi di K, a
sincronizzarsi sulla frequenza globale.

Riprendendo in mano (1.1.4), notiamo che la forza di accoppiamento non dipende soltanto
da K, ma da Kr. Ci possiamo immaginare dunque che un oscillatore ✓

i

con frequenza
naturale !

i

< K sarà «reclutato» unicamente se r sarà tale che !
i

< Kr. Una volta
reclutato, r dunque incrementerà reclutando, possibilmente, altri oscillatori.

Facciamo qualche osservazione. Quale che siano le condizioni iniziali:

(1) se g ha supporto compatto allora esiste K
d

2 R tale che per ogni K > K
d

si ha
sincronizzazione completa;

(2) se g non ha supporto compatto, non è detto che per ogni oscillatore si abbia
|!| < K, qualunque sia K fissato a priori. L’esistenza di oscillatori che non si
sincronizzeranno mai fa si che esista r1 2 [0, 1), per cui r(t)  r1, 8t 2 R

+

.
Fissata la funzione g è interessante vedere, al variare di K, il comportamento di
r1 (si veda Figura 1.1.1).

(3) Per piccoli valori di K, nessun oscillatore si sincronizza ed r è dunque confinato
a fluttuare attorno allo 0

3.

3La stima delle fluttuazioni è non banale. I primi articoli con analisi numeriche ed approssimazioni
analitiche sono [60, 26, 27] (si veda anche [1]). Una trattazione rigorosa, sia nel caso deterministico che
nel caso stocastico (sezione 1.2) può essere trovata rispettivamente in [61] e [20, 25, 65].
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Figura 1.1.1. Comportamento di r1 e r al variare di K. Immagini
tratte da [92].

1.1.2. Il limite continuo. Questa sottosezione si basa sulle note di un corso denuto
dal professor Giacomin nel 2015 e sull’articolo di Lancellotti del 2005 [61]. Come scrive
lo stesso Lancellotti, fino al 2005 non è presente alcun risultato rigoroso per la derivazione
della formulazione continua a partire dal sistema finito. L’approccio qui presentato segue
la Vlasov-limit theory introdotta da Neunzert a fine anni 70, rimandiamo alle due referenze
[61, 89] per maggiore bibliografia.

Per N sufficientementente grande, l’informazione rilevante del sistema KM è conte-
nuta nella misura empirica delle soluzioni {✓

i

(·)}
i=1,...,N

, qui denotata con

(1.1.5) ⇢
N,t

(d✓, d!) = 1

N

N

X

j=1

�
(✓

j

(t),!

j

)

(d✓, d!).

In questa sottosezione deriviamo un’equazione per la distribuzione limite ⇢
t

= lim

N!+1 ⇢
N,t

,
fornendo le ipotesi sufficienti per l’esistenza.

Sia G := S ⇥ R, allora data ' 2 C0

b

(G) (funzioni reali continue e limitate in G), per
la definizione di ⇢

N,t

(1.1.5) si ha
Z

G
'(✓,!)⇢

N,t

(d✓, d!) = 1

N

N

X

j=1

'(✓
j

(t),!
j

).

Mostriamo che ⇢
N,t

risolve un’equazione alle derivate parziali in forma debole. Formal-
mente si ha che per ogni ' 2 C1,0

c

(G) (funzioni reali a supporto compatto, C1 rispetto a
✓ e continue rispetto a !) la derivata totale rispetto al tempo è data da:

(1.1.6) d

dt

'(✓(t),!) = @

@✓

'(✓(t),!) d

dt

✓(t).

In particolare, calcolando (1.1.6) per (✓(t),!) = (✓
i

(t),!
i

), sommando su i ed integrando
rispetto al tempo, si ottiene:

Z

G
'(✓(t),!)⇢

N,t

(d✓, d!)�
Z

G
'(✓(0),!)⇢

N,0

(d✓, d!) =(1.1.7)

=

Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +

Z

G
K sin(✓0 � ✓)⇢

N,s

(d✓0, d!0
)

�

⇢
N,s

(d✓, d!)ds,

con la notazione '0
:=

@

@✓

'.
Osserviamo che l’equazione (1.1.7) è definita per una classe più grande di distribuzioni,

in particolare mostreremo che per ogni ⇢
0

2 M
1

(G), essendo quest’ultimo l’insieme delle
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distribuzioni di probabilità su G, esiste una funzione continua

⇢· : [0,1) �! M
1

(G)

t 7�! ⇢
t

soluzione dell’equazione (1.1.7) per ogni t � 0 e per ogni ' 2 C1,0

c

(G). Da ora in poi
indicheremo M

1

(G) con M
1

ovunque non ci sia ambiguità. Il supporto compatto di '
assicura che (1.1.7) sia definito senza richiedere condizioni per la distribuzione ⌫dis(d!).

Osservazione 1.6. Risultati noti (si veda ad esempio [37]), assicurano che lo spazio
M

1

è metrizzabile, in particolare completo e separabile. Una metrica esplicita è la distanza
di Lipschitz limitata (bounded Lipschitz metric), definita da:

dbL(⇢1, ⇢2) := sup

'2L

�

�

�

�

Z

'd⇢
1

�
Z

'd⇢
2

�

�

�

�

, ⇢
1

, ⇢
2

2 M
1

,

con L insieme delle funzioni a valori in [0, 1] lipschitziane con costante di Lipschitz 1.
Per noi saranno le funzioni f : G ! [0, 1] per cui vale

|f(✓,!)� f(✓0,!0
)|  dG ((✓,!), (✓0,!0

)) := dS(✓, ✓
0
) + |! � !0| ,

dove dS(✓, ✓0) indica la lunghezza dell’arco più breve che unisce ✓ con ✓0 in S.

Sia ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

), definiamo la funzione V [⇢·] : G⇥ [0,1) ! R2 così

V [⇢·](✓,!, t) :=

✓

! +K
R

G sin(✓0 � ✓)⇢
t

(d✓0, d!0
)

0

◆

,

ci servirà per definire (1.1.7) per una classe più ambia di distribuzioni. Notiamo fin da
subito che possiamo riscrivere (1.1.1) tramite l’uso di V [⇢

N,·] come

d

dt

✓

✓
i

(t)
!
i

(t)

◆

= V [⇢
N,·](✓i(t),!i

(t), t).

Veniamo ai risultati di regolarità.

Lemma 1.7. Sia ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

). La funzione

S⇥ R⇥ [0,1) 7! R2

(✓,!, t) 7! V [⇢·](✓,!, t)

è continua e valgono le seguenti stime:

|V [⇢·](✓,!, t)� V [⇢·](✓
0,!0, t)|  max(1,K)dG ((✓,!), (✓0,!0

)) ,(1.1.8)
|V [⇢·](✓,!, t)� V [⇢̃·](✓,!, t)|  KddL (⇢t, ⇢̃t) ,

pr ogni ✓, ✓0 2 S, !,!0 2 R e ⇢·, ⇢̃· 2 C0

([0,1);M
1

).

Dimostrazione. Siano ✓, ✓0 2 S e !,!0 2 R, allora vale che

|V [⇢·](✓,!, t)� V [⇢·](✓
0,!0, t)| 

 |! � !0|+K

Z

G
sin(✓00 � ✓)� sin(✓00 � ✓0)⇢

t

(d✓00, d!00
) 

 max(1,K)dG ((✓,!), (✓0,!0
)) .
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Per la seconda disuguaglianza, osserviamo che

|V [⇢·](✓,!, t)� V [⇢̃·](✓,!, t)| 

 K

�

�

�

�

Z

G
sin(✓0 � ✓)⇢

t

(d✓0, d!0
)�

Z

G
sin(✓0 � ✓)⇢̃

t

(d✓0, d!0
)

�

�

�

�



 KddL (⇢t, ⇢̃t) ,

dato che il seno (in valore assoluto) è una funzione 1-lipschitziana a valori in [0, 1]. La
continuità segue dal fatto che la funzione V [⇢·](✓,!, t) è ovviamente regolare in ! e che
abbiamo scelto ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

). ⇤

Fissato (✓,!) 2 G e fissato ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

), il sistema differenziale
d

dt

X
t

= V [⇢·](Xt

, t), t > 0,(1.1.9)
X

0

= (✓,!)t,

in cui abbiamo utilizzato la notazione X
t

= X(t), ammette dunque un’unica soluzione
definita su G, grazie alla lipschitzianità di V [⇢·] provata in (1.1.8). In particolare (1.1.9)
definisce un flusso {T

t,s

[⇢·]}
t,s2[0,1)

tale che per ogni (✓,!) 2 G la funzione [0,1) 3 t 7!
T
t,s

[⇢·](✓,!) è l’unica soluzione del sistema differenziale d

dt

X
t

= V [⇢·](Xt

, t) e X
s

= (✓,!).

In aggiunta, T
t,s

[⇢·] è una biezione da G in se stesso e vale che (T
t,s

[⇢·])
�1

= T
s,t

[⇢·] per
ogni t, s � 0.

Derivazione dell’equazione limite. Presentiamo ora l’oggetto principale per la
derivazione del limite continuo.

Per semplicità fissiamo T > 0 e consideriamo C0

([0, T ];M
1

). Sia ⇢
0

2 M
1

e ⇢̃· 2
C0

([0, T ];M
1

) con ⇢̃
0

= ⇢
0

. Sia dunque I
⇢0,T (⇢̃·) := ⇢̂· l’operatore definito da

(1.1.10) ⇢̂
t

= ⇢
0

� T
0,t

[⇢̃·],

per ogni t 2 [0, T ] e dove abbiamo definito l’operazione � nel seguente modo (il pedice di
T non è scambiato per sbaglio!):

Z

G
f(✓,!)d⇢̂

t

(d✓, d!) =

Z

G
f (T

t,0

[⇢̃·](✓,!)) d⇢0(d✓, d!), f 2 C0

(G).

Notiamo che ovviamente ⇢̂
0

= ⇢
0

. In aggiunta ⇢̂· 2 C0

([0, T ];M
1

) dato che la funzione
(✓,!, t) 7! T

t,s

[⇢·](✓,!) è lipschitziana rispetto a ✓ e ! e continua rispetto a t per risultati
classici sulle equazioni differenziali.

Possiamo quindi enunciare il

Teorema 1.8. Per ogni T positivo, I
⇢0,T mappa

�

⇢̃· 2 C0

([0, T ];M
1

) : ⇢̃
0

= ⇢
0

 

in
se stesso ed esiste un’unica soluzione al problema di punto fisso ⇢· = I

⇢0,T (⇢·). Se, per
⇢̃
0

2 M
1

, ⇢̃· è l’unica soluzione di ⇢̃· = I
⇢0,T (⇢̃·), allora per ogni t � 0 vale la seguente

disuguaglianza

(1.1.11) dbL(⇢t, ⇢̃t)  exp((L
1

+ L
2

)t)dbL(⇢0, ⇢̃0),

con L
1

= max(1,K) ed L
2

= K costanti di Lipschitz del lemma precedente.
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Dimostrazione. La prima affermazione segue dalle considerazioni precedenti. Di-
mostriamo inizialmente la disuguaglianza (1.1.11). Abbiamo

dbL(⇢t, ⇢̃t) = dbL(⇢0 � T0,t

[⇢·], ⇢̃0 � T0,t

[⇢̃·]) 
 dbL(⇢0 � T0,t

[⇢·], ⇢0 � T0,t

[⇢̃·]) + dbL(⇢0 � T0,t

[⇢̃·], ⇢̃0 � T0,t

[⇢̃·]) =: T
1

+ T
2

.

Consideriamo T
2

. Può essere ovviamente riscritto come

sup

f2L

�

�

�

�

Z

G
f � T

t,0

[⇢̃·](d⇢0 � d⇢̃
0

)

�

�

�

�

.

Affermiamo a questo punto che il lemma (1.7) implica che la funzione (✓,!) = X 7!
exp(�L

1

t)f � T
t,0

[⇢̃·](X) sta in L, il che ci porta a

(1.1.12) T
2

 exp(L
1

t)dbL(⇢0, ⇢̃0).

Per provare l’affermazione bisogna semplicemente dimostrare che la funzione X 7! f �
T
t,0

[⇢·](X) è lipschitziana con costante exp(L
1

t) per una qualsiasi ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

).
Scegliendo X

0

= (✓
0

,!)t e X 0
0

= (✓0
0

,!0
)

t, abbiamo che X
t

:= T
t,0

[⇢·](X0

) è l’unica
soluzione di ˙X

t

= V [⇢·](Xt

, t) con condizione iniziale al tempo 0 implicita nella definizione.
Lo stesso vale per X 0

t

:= T
t,0

[⇢·](X 0
0

). Scrivendo a questo punto i due sistemi differenziali
in forma integrale ed utilizzando la prima disuguaglianza del lemma (1.7) si ha

dG(Xt

, X 0
t

)  dG(X0

, X 0
0

) + L
1

Z

t

0

dG(Xs

, X 0
s

)ds,

applicando la disuguaglianza di Grönwall (si veda ad esempio [79]) si ottiene

dG(Xt

, X 0
t

)  exp(L
1

t)dG(X0

, X 0
0

)

ed abbiamo concluso. Sottolineiamo che con lo stesso argomento si dimostra la lipschi-
tzianità del flusso T

t,s

[⇢·](X) rispetto ad X.
Per quanto riguarda T

1

, abbiamo

T
1

= sup

f2L

�

�

�

�

Z

G
(f � T

t,0

[⇢·]� f � T
t,0

[⇢̃·])d⇢0

�

�

�

�




Z

G
dbL(Tt,0

[⇢·](✓,!), Tt,0

[⇢̃·](✓,!))⇢0(d✓, d!) =: b(t).(1.1.13)

Stimare T
1

, che abbiamo ora indicato con b(t) (1.1.13), equivale dunque a stimare due so-
luzioni con stessa condizione iniziale ma diversa dinamica. Siano allora X

t

:= T
t,0

[⇢·](X)

e ˜X
t

:= T
t,0

[⇢̃·](X), osserviamo che

dG(Xt

, ˜X
t

) =dG

✓

Z

t

0

V [⇢·](Xs

, s)ds,

Z

t

0

V [⇢̃·]( ˜Xs

, s)ds

◆




Z

t

0

�

�

�

V [⇢·](Xs

, s)� V [⇢̃·]( ˜Xs

, s)
�

�

�

ds 


Z

t

0

�

�

�

V [⇢·](Xs

, s)� V [⇢·]( ˜Xs

, s)
�

�

�

ds+

Z

t

0

�

�

�

V [⇢·]( ˜Xs

, s)� V [⇢̃·]( ˜Xs

, s)
�

�

�

ds 

L
1

Z

t

0

dG(Xs

, ˜X
s

)ds+ L
2

Z

t

0

dbL(⇢s, ⇢̃s)ds,
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dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato le stime del lemma 1.7. A questo punto
integrando rispetto a ⇢

0

si ottiene

b(t)  L
1

Z

t

0

b(s)ds+ L
2

Z

t

0

dbL(⇢s, ⇢̃s)ds.

Una variante del lemma di Grönwall (si veda il Lemma 1.9 poco sotto) ci dà la seguente
stima per b(t):

(1.1.14) b(t)  L
2

Z

t

0

exp(L
1

(t� s))dbL(⇢s, ⇢̃s)ds.

Uniamo le stime trovate per T
1

(1.1.14) e T
2

(1.1.12) ed otteniamo

dbL(⇢t, ⇢̃t)  exp(L
1

t)dbL(⇢0, ⇢̃0) + L
2

Z

t

0

exp(L
1

(t� s)dbL(⇢s, ⇢̃s)ds.

Moltiplicando da entrambe le parti per exp(�L
1

t) si ottiene una stima per la funzione
t 7! exp(�L

1

t)dbL(⇢t, ⇢̃t), applicando ancora una volta Grönwall si ottiene (1.1.11).
Per provare l’esistenza e l’unicità del punto fisso per l’applicazione I

⇢0,T si utiliz-
za una tecnica standard: mostriamo che I

⇢0,T è una contrazione sullo spazio metrico
�

⇢̃· 2 C0

([0, T ];M
1

) : ⇢̃
0

= ⇢
0

 

. Su C0

([0, T ];M
1

), consideriamo la famiglia di metriche
(equivalenti) indicizzata da ↵ 2 R
(1.1.15) d

↵

(⇢·, ⇢̃·) := sup

t2[0,T ]

exp(�↵t)dbL(⇢t, ⇢̃t).

Siano ⇢̃(j)· = I
⇢0,T

⇣

⇢(j)·

⌘

, con j = 1, 2. Abbiamo

dbL
⇣

⇢̃(1)
t

, ⇢̃(2)
t

⌘

= dbL
⇣

⇢
0

� T
t,0

[⇢(1)· ], ⇢
0

� T
t,0

[⇢(2)· ]

⌘

,

ripetendo il ragionamento fatto poco su, otteniamo

dbL
⇣

⇢̃(1)
t

, ⇢̃(2)
t

⌘

 L
2

Z

t

0

exp(L
1

(t� s)dbL
⇣

⇢(1)
s

, ⇢(2)
s

⌘

ds.

Dunque per ↵ > L
1

si ha che la distanza (1.1.15) fra due elementi di
�

⇢̃· 2 C0

([0, T ];M
1

) : ⇢̃
0

= ⇢
0

 

a cui è stato applicato l’operatore (1.1.10) può essere maggiorata da

d
↵

✓

I
⇢0,T

⇣

⇢(1)·

⌘

,I
⇢0,T

⇣

⇢(2)·

⌘

◆



L
2

sup

t2[0,T ]

e�↵t
Z

t

0

exp(L
1

(t� s)dbL
⇣

⇢(1)
s

, ⇢(2)
s

⌘

ds 

L
2

sup

t2[0,T ]

e(L1�↵)t
Z

t

0

e(↵�L1)se�↵sdbL
⇣

⇢(1)
s

, ⇢(2)
s

⌘

ds 

L
2

d
↵

(⇢(1)· , ⇢(2)· ) sup

t2[0,T ]

e(L1�↵)t
Z

t

0

e(↵�L1)sds 

 L2
↵�L1

d
↵

(⇢(1)· , ⇢(2)· ).

Scegliendo quindi ↵ > L
1

+ L
2

, l’applicazione I
⇢0,T (·) è una contrazione ed abbiamo

fatto. ⇤
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Lemma 1.9. Se  , u 2 C0

([0,1);R) e se per un certo � 2 R e t 2 [0, T ], T > 0 si
ha che

(1.1.16)  (t) 
Z

t

0

u(s)ds+ �

Z

t

0

 (s)ds,

allora  (t) 
R

t

0

exp(�(t� s))u(s)ds per gli stessi t.

Dimostrazione. Poniamo

˜ (t) :=

Z

t

0

u(s) exp(�(t� s))ds,

derivando rispetto al tempo ed integrando indietro si trova che ˜ soddisfa

˜ (t) =

Z

t

0

u(s)ds+ �

Z

t

0

˜ (s)ds.

In particolare se definiamo ⇣(t) :=  (t) � ˜ (t), grazie a (1.1.16) si trova che ⇣(t) 
�
R

t

0

⇣(s)ds. Dimostriamo per induzione che vale

(1.1.17) ⇣(t)  �

n

(n�1)!

Z

t

0

(t� s)n�1⇣(s)ds.

Per n = 1 è l’ipotesi. Supponiamo sia vero per n, dunque

⇣(t)  �

n

(n�1)!

Z

t

0

(t� s)n�1⇣(s)ds  �

n

(n�1)!

Z

t

0

(t� s)n�1

✓

�

Z

s

0

⇣(k)dk

◆

ds =

 �

n+1

(n�1)!



� (t�s)

n

n

Z

s

0

⇣(k)dk

�

t

0

�
Z

t

0

� (t�s)

n

n

(⇣(s)� ⇣(0)) ds =

=

�

n+1

n!

Z

t

0

(t� s)n⇣(s)ds.

Ed abbiamo fatto. In particolare da (1.1.17), ricaviamo che

⇣(t)  (|�|t)n
t(n�1)!

Z

t

0

|⇣(s)|ds.

Facendo il limite per n " 1 si trova che per ogni t > 0 si ha ⇣(t)  0, ovvero  (t) 
˜ (t). ⇤

Richiamando la definizione di misura empirica (1.1.5) ed il fatto che per ogni T > 0

ed N si ha ⇢
N,· = I

⇢

N,0,T (⇢N,·), o equivalentemente che ⇢
N,t

= ⇢
N,0

� T
0,t

[⇢
N,·], per ogni

t � 0, si ha il seguente

Corollario 1.10. Se {⇢
N,0

}
N2N converge in misura a ⇢

0

2 M
1

(G), allora per
ogni T > 0 la sequenza {⇢

N,t

}
N2N di elementi in C0

([0, T ];M
1

) converge al limite che
chiamamiamo ⇢·, unica soluzione di ⇢

t

= ⇢
0

� T
0,t

[⇢·] per ogni t � 0.

Dimostrazione. Per ogni N esiste un’unica soluzione al problema ⇢
N,· = I

⇢

N,0,T (⇢N,·).
A questo punto applicando (1.1.11) a ⇢

N,· e ⇢· (soluzione di ⇢
t

= ⇢
0

�T
0,t

[⇢·], con ⇢
0

limite
di ⇢

N,0

) si ottiene
dbL(⇢t, ⇢N,t

)  exp((L
1

+ L
2

)t)dbL(⇢0, ⇢N,0

).

Il membro a destra della disuguaglianza tende a 0 per ipotesi ed abbiamo fatto. ⇤
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Concludiamo questa sottosezione con una serie di osservazioni.
(1) Sia ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

) (unica) soluzione di ⇢
t

= ⇢
0

�T
t,0

[⇢·] per ogni t � 0. Sia
' 2 C1,0

c

(G), deriviamo ed integriamo rispetto al tempo l’uguaglianza
R

G 'd⇢t =
R

G '(Tt,0

[⇢·])d⇢0, otteniamo:
Z

G
'd⇢

t

�
Z

G
'd⇢

0

=

Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)⇢

s

(d✓0, d!0
)

�

⇢
s

(d✓, d!)ds,

che è proprio (1.1.7).
(2) Se ⇢

0

è assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue su G, allora
questo è anche vero per ⇢

t

. Questo fatto non banale segue dal seguente risultato
dovuto ad Hans Rademacher [82]: Se T è misurabile e biettiva e se T�1 è
lipschitziana, allora ⇢ � T�1 è assolutamente continua se ⇢ lo è.

(3) La regolarità del seno ci assicura non soltanto la lipschitzianità del flusso T
t,s

[⇢·],
ma addirittura che questo sia Ck per ogni k 2 N (si veda [50]). Questo significa
che, per ogni k, @

t

@k
✓

T
t,s

[⇢·](✓,!) esiste ed è continuo, in particolare risolve
l’equazione differenziale ottenuta differenziando formalmente k volte (1.1.7). Nel
caso in cui ⇢

0

(d✓, d!) = q
0

(✓,!)d✓⌫dis(d!), con q
0

2 L1

(G, [0,1)), positivo e di
norma 1, allora indicando (�

!

t

(✓),!)t := T
0,t

[⇢·](✓,!), si ha
Z

G
'd⇢

0

� T
t,0

[⇢·] =

Z

G
' (T

t,0

[⇢·](✓,!)) q0(✓,!)d✓⌫dis(d!) =(1.1.18)

=

Z

G
'(✓,!) |@

✓

�

!

t

(✓)| q
0

(�

!

t

(✓),!)d✓⌫dis(d!).

Dove nell’ultimo passaggio si è fatto il cambio di variabile (✓,!)t 7! (�

!

t

(✓),!)t.
Ponendo ora q(t, ✓,!) := |@

✓

�

!

t

(✓)| q
0

(�

!

t

(✓),!), derivando ed integrando ancora
una volta rispetto a t la (1.1.18), si ottiene

Z

G
'(✓,!)q(t, ✓,!)d✓⌫dis(d!) =

Z

G
'(✓,!)q(0, ✓,!)d✓⌫dis(d!)+

+

Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)q(s, ✓0,!0

)d✓0⌫dis(d!
0
)

�

q(s, ✓,!)d✓⌫dis(d!)ds.

Assumento q
0

2 C1

(S), q è dunque soluzione classica di

(1.1.19) @

@t

q(t, ✓,!) + @

@✓



q(t, ✓,!)

✓

! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)q(t, ✓0,!0

)d✓0⌫dis(d!
0
)

◆�

= 0.

Osservazione 1.11. Un ragionamento più intuitivo che coglie il senso fisico di quanto
fatto, consiste nel considerare già gli oscillatori come un continuo e applicare un’equazione
di continuità. Fissato ! 2 R, se indichiamo con q

t

(✓,!)d✓ il numero di oscillatori al tempo
t che viaggiano alla velocità ! e che si trovano nello spicchio ✓ + d✓, allora vale che

@

@t

q
t

= � @

@✓

(q
t

v
t

).

Questa equazione esprime la conservazione di oscillatori con velocità ! e con v
t

= v
t

(✓,!)
velocità euleriana di un oscillatore in posizione ✓, ovvero

(1.1.20) v
t

(✓,!) = ! +Kr sin( � ✓).
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Adesso r e  sono definiti come:

r exp(i ) =

Z

G
exp(i✓)q

t

(✓,!)d✓⌫dis(d!).

Combinando le due equazioni si ottiene proprio (1.1.19).

In generale l’equazione alle derivate parziali iperbolica (1.1.19) definisce il modello di
Kuramoto standard continuo (KMC), con ⌫dis(d!) a supporto compatto e con condizione
iniziale q

0

tale che ⇢
0

(d✓, d!) = q
0

(✓,!)d✓⌫dis(d!) 2 M
1

(G).

Osservazione 1.12. Il pregio della formulazione continua risiede nel fatto che ogni
domanda su esistenza e stabilità può essere trattata con tecniche prese in prestito dalle
equazioni alle derivate parziali. Ma che relazione intercorre fra versione finita e limite
continuo? Abbiamo appena dimostrato che, fissato un intervallo di tempo [0, T ], KMC
approssima il modello di Kuramoto per il limite di N che tende ad infinito; che cosa
succede quando si considerano intervalli di tempo [0, T

N

] con lim

N!1 T
N

= 1? La
questione è delicata ed importante sotto il punto di vista delle applicazioni, vedremo nei
capitoli 2 e 4 che la natura finita del sistema KM induce delle fluttuazioni non trascurabili
che limiteranno fortemente l’ordine di infinito di T

N

. Rimandiamo alle sezioni 1.3, 2.2 ed
alle simulazione del capitolo 4.

1.1.3. L’analisi di Kuramoto delle soluzioni stazionarie. Riprendiamo in que-
sta sezione l’analisi fatta da Kuramoto per le soluzioni stazionarie. Per rendere rigorosa
la trattazione supponiamo di lavorare nel limite continuo (1.1.19).

Teorema 1.13. Sia ⇢
0

(d✓, d!) = q
0

(✓,!)⌫dis(d!) una distribuzione di probabilità su
G e supponiamo che ⌫dis(d!) sia assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue
con ⌫dis(d!) = g(!)d!, g simmetrica rispetto al suo valore atteso. Se esiste una soluzione
stazionaria di (1.1.19), allora r definito da (1.1.3) è non negativo e deve soddisfare

(1.1.21) r = Kr

Z

⇡

2

�⇡
2

cos

2 ✓ g(Kr sin ✓)d✓.

Osservazione 1.14. Condizione necessaria affinché esista una soluzione stazionaria
è che r risolva l’equazione di punto fisso (1.1.21). In gergo fisico il procedimento utilizzato
nella seguente dimostrazione è quello che ci porta a imporre un’equazione di «autoconsi-
stenza», che si riduce alla tesi del teorema. Quest’ultima ammette sempre come soluzione
banale r = 0, che corrisponde ad esempio alla distribuzione ⇢(✓,!) =

1

2⇡

, il cosiddetto
«stato incoerente» che verrà trattato nella prossima sottosezione.

Dimostrazione. A meno della trasformazione (1.1.2) possiamo supporre
R

R !g(!)d! =

0. Fissiamo r 2 [0, 1]. Cercare soluzioni stazionarie equivale ad imporre la condizione
@q

@t

= 0, che implica qv = C(!), con v definita da (1.1.20) e C costante che dipende solo
da ! fissato. Se C(!) 6= 0 si trova

q(✓,!) = c

|!+Kr sin( �✓)| ,

c costante di normalizzazione, in particolare c =

p
!

2�(Kr)

2

2⇡

. Nel caso in cui C(!) = 0

allora q è una delta in ✓, concentrata su di una certa fase  .
Una particella con velocità v = ! � Kr sin(✓ �  ) si sincronizza in un angolo tale

che Kr sin(✓ �  ) = !, con �⇡

2

 ! �   ⇡

2

. Per particelle con frequenza |!| > Kr, la
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densità stazionaria obbedirà a qv = C(!). In questo stato di sincronizzazione (parziale),
la distribuzione q è definita da:

q(✓,!) =

8

<

:

�
arcsin(

!

Kr

)

(✓ �  )I
[

�⇡
2

,

⇡

2

]

(✓) |!| < Kr

1

2⇡

p
!

2�(Kr)

2

|!+Kr sin( �✓)| altrimenti,

con I
A

funzione indicatrice dell’insieme A ⇢ R.
Possiamo ora valutare il parametro d’ordine imponendo la condizione di autoconsi-

stenza: riprendiamo la definizione di r ed inseriamo al posto di q la densità che abbiamo
ricavato scrivendo le soluzioni in funzione di r stesso, ovvero

r =

Z

G
ei(✓� )q(✓,!)g(!)d!d✓ =(1.1.22)

=

Z

⇡

2

�⇡
2

Z

|!|<Kr

ei(✓� )�
arcsin(

!

Kr

)

(✓ �  )g(!)d!d✓+(1.1.23)

+

Z

⇡

�⇡

Z

|!|>Kr

ei(✓� ) 1

2⇡

p
!

2�(Kr)

2

|!+Kr sin( �✓)|g(!)d!d✓.(1.1.24)

Grazie alle ipotesi sulla parità di g e la relazione di simmetria q(✓ + ⇡,�!) = q(✓,!), il
secondo termine (1.1.24) è nullo. Il primo (1.1.23) è semplicemente

r =

Z

|!|<Kr

cos(arcsin(

!

Kr

))g(!)d! =

=

Z

⇡

2

�⇡
2

cos ✓ g(Kr sin ✓)Kr cos ✓d✓ =

=Kr

Z

⇡

2

�⇡
2

cos

2 ✓ g(Kr sin ✓)d✓.

⇤

Un risultato più forte, in linea con la derivazione dell’equazione di continuità a partire
dalla misura empirica, dà una caratterizzazione più precisa delle soluzioni stazionarie. Si
ha il seguente

Teorema 1.15. Sia ⌫dis(d!) = g(!)d! e sia ⇢· 2 C0

([0,1);M
1

). Se esiste una
funzione boreliana p : R ! [0, 1] e r 2 (0, 1] tale che

(1.1.25) K

Z

1

�1

(2p(Krx)� 1)

p

1� x2g(Krx)dx = 1,

e se ⇢
t

= ⇢ per ogni t � 0 con

⇢(d✓, d!) := g(!)d! ⇥

8

<

:

1

2⇡

p
!

2�(Kr)

2

|!+Kr sin( �✓)|d✓ |!| > Kr,

p(!)�
arcsin(

!

Kr

)

(d✓) + (1� p(!))�
⇡�arcsin(

!

Kr

)

(d✓) |!|  Kr,

allora ⇢· = I
⇢,T

(⇢·) per ogni T > 0.
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Dimostrazione. L’equazione (1.1.25) è diretta conseguenza della definizione di (1.1.3),
sostituendo l’espressione esplicita di ⇢. In particolare è equivalente a

r =

Z

Kr

�Kr

(2p(!)� 1)

q

1�
�

!

Kr

�

2

g(!)d!.

Si procede calcolando
R

G 'd⇢ � Tt,0

[⇢·] per una qualche ' 2 C1,0

b

(G):
Z

G
'd⇢ � T

0,t

[⇢·] =

Z

T

Z

[�Kr,Kr]

{
' (T

t,0

[⇢·](✓,!))
p
!

2�(Kr)

2

|!+Kr sin( �✓)|d✓g(!)d!+(1.1.26)

+

Z

Kr

�Kr

p(!)'(arcsin( !

Kr

),!) + (1� p(!))'(⇡ � arcsin(

!

Kr

),!)g(!)d!.(1.1.27)

Adesso affermiamo che nel primo termine a destra dell’uguaglianza (1.1.26), T
t,0

[⇢·](✓,!)
può essere sostituito con (✓,!) così che l’equazione diventa

R

G 'd⇢ � T
0,t

[⇢·] =
R

G 'd⇢,
esattamente quello che vogliamo provare.

Per dimostrare ciò, fissiamo !: con la notazione T
t,0

[⇢·] =: (✓
t

(✓),!) osserviamo che
vogliamo dimostrare @

@t

R

S
'(✓

t

(✓))

f(✓)

d✓ = 0 se d

dt

✓
t

(✓) = f(✓
t

(✓)) (chiaramente abbiamo in
mente ✓

0

(✓) = ✓ e f(✓) = �! + Kr sin(✓), ma questi particolari non sono necessari).
Abbiamo

(1.1.28) @

@t

Z

S

'(✓

t

(✓))

f(✓)

d✓ =

Z

S
@

@✓

'(✓
t

(✓)) f(✓

t

(✓))

f(✓)

@

@✓

✓

t

(✓)

= �
Z

S
'(✓

t

(✓)) @
@✓

✓

f(✓

t

(✓))

f(✓)

@

@✓

✓

t

(✓)

◆

d✓,

dove abbiamo usato la notazione @

@✓

'(✓
t

(✓)) = '0
(✓

t

(✓)) @
@✓

✓
t

(✓). Concentriamoci sul
rapporto nel termine più a destra: se definiamo u(1)

t

(✓) := f(✓

t

(✓))

f(✓)

e u(2)

t

(✓) := @

@✓

✓
t

(✓),

allora @

@t

u(i)

t

(✓) := f 0
(✓

t

(✓))u(i)

t

(✓) e u(i)

0

(✓) = 1 per i = 1, 2. Ad esempio per u(2)

t

(✓)
abbiamo che

@

@t

u(2)

t

(✓) = @

@t

@

@✓

✓
t

(✓) = @

@✓

@

@t

✓
t

(✓) =

=

@

@✓

f(✓
t

(✓)) = f 0
(✓

t

(✓)) @
@✓

✓
t

(✓) =

=f 0
(✓

t

(✓))u(2)

t

(✓).

Dunque per ogni ✓ 2 S abbiamo che u(1)

t

(✓) e u(2)

t

(✓) risolvono lo stesso problema di
Cauchy e quindi coincidono. In particolare f(✓

t

(✓))

f(✓)

@

@✓

✓

t

(✓)

è costante, dunque l’ultimo termine

di (1.1.28) è 0 ed abbiamo finito. ⇤
L’equazione (1.1.21) può essere ricavata da (1.13) ponendo p ⌘ 1. Osserviamo una

volta di più che le equazioni di autoconsistenza (1.1.21) e (1.1.25) hanno senso unicamente
per il limite continuo del sistema.

Il ruolo di K, fino ad ora trascurato, si rivela fondamentale nello studio dell’equazioni
di autoconsistenza (1.1.21) e (1.1.25). In particolare da (1.1.21) si ricava per r > 0

(1.1.29) 1 = K

Z

⇡

2

�⇡
2

cos

2

(✓)g(Kr sin(✓))d✓.

Da (1.1.29), calcolando il limite per r ! 0

+ si ottiene il valore critico K
c

> 0 per cui
un ramo di soluzioni si biforca dando origini a soluzioni stazionarie per cui r > 0 ([1]).
Il limite dà come risultato K

c

=

2

⇡g(0)

. Questo risultato fu provato proprio nel primo
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articolo di Kuramoto [58], in cui derivò anche un’equazione esplicita per r a partire da
(1.1.29) e nel caso in cui g segue una distribuzione di Cauchy, ovvero g(!) =

�

⇡(�

2
+!

2
)

con � > 0, ottenendo

r =

q

1� 2�

K

.

Lo studio delle equazioni di autoconsistenza ci dà una condizione necessaria per avere
soluzioni stazionarie sincronizzate. Un’analisi più dettagliata verrà fornita per il caso
reversibile discusso nel prossimo capitolo. L’ultima parte di questa sezione sarà invece
dedicata alla stabilità delle soluzioni stazionarie.

Figura 1.1.2. Esempio dell’andamento della soluzione non-negativa di
(1.1.21) al variare di K. Immagine tratta da [1].

Osservazione 1.16. Se introduciamo la trasformazione galileiana G
t

(✓,!) = (✓ +
!t,!) e se ⇢· risolve l’equazione di Kuramoto (1.1.19), allora ⌫

t

:= ⇢
t

� G
t

è l’unica
soluzione di

⌫
t

= ⌫
0

� ˜T
0,t

[⌫·], 8t > 0,

dove ˜T
0,t

[⌫·] è il flusso associato al sistema
(

d

dt

✓(t) = K
R

G sin (✓0 � ✓(t) + (!0 � !(t)) t) ⌫
t

(d✓0, d!0
),

d

dt

!(t) = 0.

1.1.4. Stabilità dello stato incoerente e stabilità neutra. Tentativi di studiare
la stabilità delle soluzioni stazionarie furono fatti successivamente al 1984 da parte di
Kuramoto e del suo allievo Nishikawa, alcuni lavori uscirono rispettivamente nel 1987
e nel 1989, si veda [60]. Questi tentativi si basavano ad ogni modo su alcune ipotesi
fisiche per il parametro r che non potevano essere verificate e su considerazioni circa la
dinamica che in futuro si rivelarono soltanto parzialmente corrette (per una trattazione
più dettagliata dei tentativi di trattare la stabilità si veda l’articolo [92]).

Fu in questo background che si sviluppò il primo lavoro di Mirollo e Strogatz del 1991
[94] sullo studio della stabilità lineare dello «stato incoerente» per KMC: l’idea principale
è stata quella di definire la versione continua (seppur non derivandola rigorosamente), cui
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segue l’analisi spettrale dell’operatore linearizzato in un intorno della soluzione uniforme.
La prima versione continua di KM è comunque da far risalire a Sakaguchi [84] per il
modello con rumore (sezione 1.2).

Riportiamo per completezza il risultato:

Teorema 1.17. Lo stato incoerente è soluzione di KMC. In particolare è linearmente
neutralmente stabile per K  K

c

e linearmente instabile per K > K
c

.

Dimostrazione. Si veda l’articolo [94]. ⇤

Osservazione 1.18. Dire che la soluzione 1

2⇡

è, per K  K
c

, linearmente neutral-
mente stabile equivale a dire che lo spettro dell’operatore lineare che governa la stabilità
lineare di 1

2⇡

giace interamente sull’asse immaginario. Per K > K
c

un autovalore compare
sul semiasse reale positivo portando all’instabilità lineare.

Osserviamo che non esiste nessun risultato di questo genere per la versione finita. Le
ragioni di questo fatto non dovrebbero sorprendere: nel caso finito esiste un’enormità di
stati possibili che corrispondono, nel limite, alla distribuzione uniforme. Come già detto
all’inizio del capitolo del resto, è più interessante (e fruttuoso) studiare le proprietà della
misura empirica.

Stabilità neutra. La stabilità del modello di Kuramoto è una questione molto deli-
cata. Nel caso K < K

c

si può pensare che l’unica soluzione esistente stabile4 sia quella
corrispondente allo stato incoerente 1

2⇡

. Questo è però tutt’altro che vero!
Sia q(✓,!) una soluzione stazionaria di

@

@t

q(t, ✓,!) + @

@✓



q(t, ✓,!)

✓

! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)q(t, ✓0,!0

)d✓0⌫dis(d!
0
)

◆�

= 0.

Con la trasformazione galileiana

(1.1.30) T tq(✓,!) = q(✓ � t!,!), 8(✓,!) 2 G,

sia ha che T tq deve risolvere

(1.1.31) @

@✓



T tq(✓,!)

✓

K

Z

G
sin(✓0 � ✓)T tq(✓0,!0

)d✓0⌫dis(d!
0
)

◆�

= 0.

Ma questa equazione è risolta da qualsiasi distribuzione sulla circonferenza che non con-
tiene la prima armonica! Considerando per ogni ! 2 R una soluzione u(·,!) 2 M

1

(S) di
(1.1.31), mettendole assieme ed invertendo (1.1.30), si ottiene una soluzione per (1.1.19).

Una volta finito su di una di queste soluzioni, anche se perturbo (opportunamente)
lo stato, rimanendo su questa «varietà», il sistema rilassa ancora una volta su di una
soluzione che, a meno della trasformazione (1.1.30), è stazionaria. Questo fa si’ che la
soluzione originaria sia in qualche senso stabile (poiché per il limite di t che tende ad 1
rimane in un intorno), ma non lo sia asintoticamente (poiché il sistema si rilassa su di
uno stato differente, ma «stazionario»!).

Questo osservazione è tratta da [40] a cui rimandiamo per dettagli tecnici, risultati
e bibliografia su quello che viene chiamato Landau damping applicato allo studio della
stabilità per il modello di Kuramoto (si veda anche la prossima sottosezione 1.1.5).

4Inteso anche in senso neutrale.
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1.1.5. Ulteriori risultati di stabilità. Sono ancora molto pochi i risultati di sta-
bilità per il modello di Kuramoto. Molti lavori di calcolo numerico sono stati fatti per
testare ed indagare alcune delle idee qui esposte. Noi presentero alcune simulazioni che
hanno confermato o smentito le nostre idee-guida nel capitolo 4. Riportiamo i lavori più
significativi in bibliografia, presentandoli brevemente in questo paragrafo.

In questa piccola sottosezione si vuole riportare una parte (sicuramente incompleta
e non definitiva) dei lavori fatti fino ad oggi sul problema della stabilità nel modello di
Kuramoto.

Risultati nel caso finito. Cominciamo dicendo che risultati per il caso finito sono
praticamente inesistenti (escludendo ovviamente il caso N piccolo). La maggior parte
degli articoli in merito al caso finito del modello di Kuramoto non trattano lo stato
incoerente, semplicemente poiché, come già detto, non esiste uno stato incoerente ma
tantissime configurazioni che nel limite convergono alla distribuzione 1

2⇡

.
Per quanto riguarda i profili parzialmente sincronizzati si hanno solo congetture

[56], mentre qualcosa compare per il caso di sincronizzazione completa. La ragione per
cui questo caso è più facile da analizzare sta nel fatto che la soluzione completamente
sincronizzata può essere trattata a partire dal sistema gradiente

(1.1.32) d

dt

X = rF (X),

con X = (✓
1

, . . . , ✓
N

) 2 TN e F (X) = �
P

N

i=1

!
i

✓
i

� K

2N

P

N

i,j=1

cos(✓
j

� ✓
i

) (il cui
gradiente può essere localmente proiettato su TN ) ed applicando argomenti di Liapounov
[56, 51, 19]. Altri tentativi utilizzano tecniche di algebra lineare e studio spettrale (si
vedano [2, 73]), o argomenti standard [49].

Fondamentalmente il caso finito viene trattato unicamente da un punto di vista nu-
merico e come limite del caso continuo, si veda in questo caso il lavoro di Balmforth e Sassi
[7]. Capire le differenze fra caso continuo e caso finito, ad ogni modo, è un argomento
tutt’altro che banale e merita, come dimostriamo per il caso reversibile che trattiamo in
seguito (sezione 2.2), un’attenzione che si spinga oltre le ipotesi euristiche di convergenza.

Risultati nel caso infinito. Sono presenti molti risultati informali per il problema
(1.1.19). Balmforth, Bonilla, Chiba, Daido, Mirollo, Sassi e Strogatz hanno presentato
svariati articoli nel corso degli anni in cui hanno studiato:

• Studio delle soluzioni come biforcazioni dallo stato incoerente [1, 7, 12, 16];
• Studio numerico della transizione caso finito - caso infinito [1, 7];
• Studio profili parzialmente sincronizzati e totalmente sincronizzati [72];
• Generalizzazioni per il parametro d’ordine r [27].

Risultati più rigorosi e che possiamo dire propriamente matematici, sono quelli che met-
tono in relazione il modello di Kuramoto con il Landau Damping, un fenomeno di deca-
dimento nel plasma scoperto dal fisico Lev Landau nel 1946. In particolare l’analisi delle
perturbazioni svela alcune delle incertezze che si celano dietro «stabilità neutrale». Si
vedano i lavori di Crawford, Dietert, Fernandez, Gérard-Varet, Giacomin e Poquet in cui
si analizzano:

• Decadimento del parametro d’ordine, sia in regime lineare che in regime non-
lineare, per particolari classi di perturbazioni [95, 40, 34, 33];

• Stabilità non lineare per i profili parzialmente sincronizzati [22, 23, 33, 34, 17];
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• Studio degli attrattori globali nel piano delle fasi [78];
• Risultati esatti per particolari funzioni g [78, 18, 68, 49].

1.2. Il caso stocastico

Il caso stocastico fu proposto per la prima volta in un articolo del 1986 [87] da
Shigeru Shinomoto e dallo stesso Kuramoto. Due anni dopo Hidetsugu Sakaguchi, un
altro giapponese che collaborava già con Kuramoto, lo ripropose in [84].

Originariamente il modello si trova scritto sotto forma di equazioni di Langevin

(1.2.1) d

dt

✓
i

(t) = !
i

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t)) + f
i

(t),

con5

hf
i

(t)i = 0 e hf
i

(t)f
j

(t0)i = 2D�
i,j

�(t� t0),(1.2.2)

dove abbiamo espresso con �
i,j

il delta di Kronecker e con �(t � t0) la funzione delta di
Dirac; D > 0 è un coefficiente legato alla «temperatura» del sistema. Il termine f

i

(t)
in (1.2.1) esprime una forza stocastica le cui proprietà sono note soltanto «in media»,
tramite le relazioni (1.2.2). La formulazione che proponiamo qui, che darà luogo allo
stesso modello continuo (1.2.13) di (1.2.1), fa uso del moto browniano.

Sia N 2 N e siano ✓
i

= ✓
i

(t) con i = 1, . . . , N , funzioni a valori sulla sfera unitaria.
Definiamo modello Kuramoto stocastico finito, abbreviato KS (Kuramoto Stocastico), il
seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie stocastiche:

(1.2.3) d✓
i

(t) =

0

@!
i

+

K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))

1

A dt+ �dB
i

(t), i = 1, . . . , N,

con K e � costanti reali positive e {B
i

(·)}
i=1,...,N

una successione di moti browniani
standard i.i.d. rispetto ad un’opportuna filtrazione {F

t

}
t�0

. La famiglia {!
i

}
i=1,...,N

e
le condizioni iniziali {✓

i

(0)}
i=1,...,N

sono F
0

-misurabili. Il coefficiente � rappresenta il
coefficiente di diffusione.

Osservazione 1.19. Anche in questo caso il sistema è definito sul toro N -dimensionale
TN . Ci si può chiedere ancora una volta se (1.2.3) sia ben definito, in particolare se il
differenziale browniano abbia senso su di una varietà invece che sullo spazio euclideo stan-
dard RN . La risposta è ovviamente che, in generale, un’equazione stocastica definita su
di una varietà ha bisogno di essere opportunamente costruita [54]. Nel nostro caso, moto
browniano sul cerchio unitario, è sufficiente prendere la riduzione mod 2⇡ (si veda [54,
sezioni 3.2-3.3]).

Teorema 1.20. Date delle condizioni iniziali {✓
i

(0)}
i=1,...,N

, indipendenti dalla �-
algebra F (N)

1 generata da B
i

(s), s > 0 ed i = 1, . . . , N , e a quadrato sommabili, ovvero
tali che

N

X

i=1

✓2
i

(0) < +1,

5Nella formulazione originale h·i sono intese come medie rispetto alla distribuzione degli oscillatori.
Per una trattazione delle equazioni di Langevin si guardi ad esempio l’introduzione di [83].
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il problema (1.2.3) ammette una ed una sola soluzione continua definita per ogni t � 0.

Dimostrazione. Il risultato è un classico per i sistemi di equazioni ordinarie stoca-
stiche. Si veda [77, cap. 5.2, pag. 66]. ⇤

Ancora una volta siamo interessati alla misura empirica che, per comodità, richia-
miamo

(1.2.4) µ
N,t

(d✓, d!) = 1

N

N

X

j=1

�
(✓

j

(t),!

j

)

(d✓, d!),

ed al parametro d’ordine che riscriviamo così

(1.2.5) r(t) exp(i (t)) =

Z

G
exp(i✓(t))µ

N,t

(d✓, d!).

1.2.1. Euristica. La differenza con il caso standard è data unicamente dalla pre-
senza del termine stocastico. Possiamo immaginare quest’ultimo in due modi differenti:
il primo modo consiste nell’ammettere che ci sia una componente non modellizzabile in
senso deterministico nella dinamica delle singole particelle; il secondo parte dal presuppo-
sto che l’osservazione del nostro sistema non sarà mai perfetta e si dovrà di conseguenza
tenere conto di una incertezza sulla misura.

E’ interessante notare che la formulazione continua, che classicamente ci riporterà ad
una equazione Fokker-Planck, dà una soluzione deterministica: la relazione fra effetti sto-
castici microscopici e variabili macroscopiche deterministiche sarà in parte esemplificata
nel prossimo capitolo6.

Nelle simulazioni la presenza del termine stocastico, che ad ogni istante perturba
la fase di ogni oscillatore, rende impossibile una sincronizzazione perfetta. In questa
luce dunque r < 1 non soltanto per qualsiasi configurazione di ⌫dis e K, ma anche per
qualsiasi condizione iniziale, contrariamente al caso standard. Ad ogni modo, per valori
di K relativamente grandi rispetto ai !

i

e a �, un’oscillazione macroscopica appare e si
continua a parlare di sincronizzazione.

Osservazione 1.21. Sebbene si possa pensare che, per valori di � molto piccoli, il
problema non si discosti eccessivamente dal caso deterministico, mostreremo che la fe-
nomenologia è completamente diversa su opportune scale di tempi. Nel caso continuo la
presenza di rumore induce una regolarizzazione delle soluzioni: si passa infatti da un’e-
quazione iperbolica ad un’equazione parabolica. I profili sincronizzati sono funzioni lisce
nel caso parabolico mentre distribuzioni nel caso iperbolico. Per ulteriori informazioni si
veda [1, pag. 15-16] e [94].

1.2.2. Il limite continuo. La derivazione rigorosa del limite continuo per la ver-
sione stocastica appare per la prima volta in un articolo di Dai Pra e den Hollander [25]
del 1996, attraverso l’uso della teoria delle grandi deviaizioni. La derivazione qui presente
segue invece la falsa riga del caso standard (sottosezione 1.1.2).

Per semplicità ci restringiamo al caso in cui le frequenze sono limitate, dunque G :=

S⇥ [�L,L] per qualche L > 0. Abbiamo

6Un’altra interessante casistica in cui, a partire da equazioni stocastiche, si ottengono soluzioni
deterministiche è rappresentata dalla nuova ed affascinante teoria dei Mean Field Games. Si veda [69].
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Teorema 1.22. Se per ogni ' 2 C0

(G) la successione
�R

G 'dµN,0

 

N=1,2,...

di va-
riabili aleatorie converge in probabilità al limite deterministico

R

G 'dµ0

, µ 2 M
1

, alora
lo stesso vale per ogni t > 0: per ogni ' 2 C0

(G) la successione di variabili aleatorie
�R

G 'dµN,t

 

N=1,2,...

converge in probabilità al limite deterministico
R

G 'dµt

. Inoltre µ·

appartiene allo spazio C0

([0,1);M
1

) ed è caratterizzata dall’essere l’unica soluzione in
C0

([0,1);M
1

) di

Z

G
'(✓,!)µ

t

(d✓, d!) =

Z

G
'(✓,!)µ

0

(d✓, d!) + �

2

2

Z

t

0

Z

G
'00

(✓,!)µ
s

(d✓, d!)ds+

(1.2.6)

�
Z

t

0

Z

G

'0
(✓,!)

✓

! +

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

s

(d✓0, d!0
)

◆

µ
s

(d✓, d!)ds,

per ogni t > 0 ed ogni ' 2 C2,0

(G).

Proviamo in realtà più di questo. Dimostreremo che la sequenza {µ
N,·}N=1,2,...

di
variabili aleatorie a valori in C0

([0, T ];M
1

) converge in probabilità al limite deterministico
µ·, ovvero per ogni ✏ > 0

lim

N!1
P(d

T

(µ
N,·, µ·) > ✏) = 0,

dove d
T

è una metrica su C0

([0, T ];M
1

).

Dimostrazione. Assumiamo senza perdita di generalità � = 1. Seguendo l’approc-
cio in (1.1.6), sviluppiamo con la formula di Itō

Z

G
'dµ

N,t

=

Z

G
'dµ

N,0

+

1

2

Z

t

0

Z

G
'dµ

N,s

ds+

+

Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

N,s

(d✓0, d!0
)

�

µ
N,s

(d✓, d!)ds+M
N,t

('),

dove M
N,· è una martingala continua, adattata alla filtrazione {F

t

}
t�0

. Avendo supposto
i moti browniani B

i

indipendenti, abbiamo che la variazione quadratica di M
N,t

è data
da

hM
N,t

(')i = 1

N

Z

t

0

Z

G
('0

)

2dµ
N,s

ds.

Usando la disuguaglianza di Doob per martingale (si veda [77]), si ottiene per ogni T e
per ogni ✏ > 0

P
 

sup

s2[0,T ]

|M
N,s

| � ✏

!

 t

✏

2
N

k'0k21 ,

ovvero per ogni ✏ > 0

lim

N!1
P
✓

sup

s2[0,T ]

�

�

�

�

Z

'dµ
N,t

�
Z

G
'dµ

N,0

� 1

2

Z

t

0

Z

G
'dµ

N,s

ds+

�
Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

N,s

(d✓0, d!0
)

�

µ
N,s

(d✓, d!)ds

�

�

�

�

> ✏

◆

= 0.

A questo punto è sufficiente mostrare che
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(1) la sequenza di traiettorie aleatorie {µ
N,·}N=1,2,...

è tight. Se P
N

indica la legge
di µ

N,· 2 C0

([0, T ];M
1

), allora per ogni ✏ > 0 esiste un insieme relativamente
compatto A ⇢ C0

([0, T ];M
1

) tale che supN P
N

⇣

A{
⌘

 ✏;

(2) esiste un’unica µ· 2 C0

([0,1);M
1

) che risolve (1.2.6) per ogni t > 0 e per ogni
' 2 C2,0.

Questi due step concludono la dimostrazione del teorema dato che la funzione F :

C0

([0, T ];M
1

) ! R definita come

⇡· 7! F (⇡·) : = sup

t2[0,T ]

�

�

�

�

Z

G
'd⇡

t

�
Z

G
'd⇡

t

� 1

2

Z

t

0

Z

G
'00d⇡

s

ds+

�
Z

t

0

Z

G
'0
(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)⇡

N,s

(d✓0, d!0
)

�

⇡
N,s

(d✓, d!)ds

�

�

�

�

,

è continua per ogni ' 2 C2,0 (semplicemente rielaborando il lemma (1.7)). A questo pun-
to, considerando una sottosuccessione convergente di {µ

N,·}
N=1,2,· tale che lim

k!1 µ
N

k

,· =

µ· e ricordando che questo è equivalente a lim inf

k!1 P (F (µ
N

k

,·) > ✏) � P (F (µ·) > ✏)
per il Teorema di Portmanteau (si veda ad esempio [57]), si ottiene che P (F (µ·) > ✏) = 0

per ogni ✏ > 0, ovvero F (µ·) = 0 con probabilità 1, ovvero µ· è soluzione di (1.2.6) quasi
certamente.

La dimostrazione del punto 1 si basa su di un’applicazione intelligente del teorema
di Ascoli-Arzelà (rimandiamo a [8] per bibliografia e dettagli); proviamo l’unicità nel
prossimo lemma. ⇤

Lemma 1.23. Esiste un’unica soluzione di
Z

G
'dµ

t

=

Z

G
'dµ

0

+

Z

t

0

Z

G
L[µ

s

]'dµ
s

ds, 8' 2 C2,0

(G),

dove

L[µ
t

]'(✓,!) := 1

2

'00
(✓,!) + '0

(✓,!)



! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

t

(d✓0, d!0
)

�

.

Dimostrazione. Sia (✓(·),!(·))t, l’unica soluzione forte del sistema differenziale

(1.2.7) d✓(t) = !(t)dt+



K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

t

(d✓0, d!0
)

�

dt+ dB(t),

con d!(t) = 0 e condizione iniziale (✓(0),!(0))t distribuita come µ
0

; l’esistenza di tale
soluzione è un risultato standard, si veda [77]. Sia allora µ̃· la legge di (✓(·),!(·))t,
utilizzando la formula di Itō ricaviamo formalmente che

(1.2.8)
Z

G
'dµ̃

t

=

Z

G
'dµ

0

+

Z

t

0

Z

G
L[µ

s

]'dµ̃
s

ds.

Mostriamo preliminariamente che µ
t

= µ̃
t

per ogni t � 0.
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Sia µ̃· una soluzione di (1.2.8) per ogni ' 2 C2,0. Allora per ogni t > 0 e per ogni
u 2 C1,2,0

Z

G
u(t, ✓,!)µ̃

t

(d✓, d!) =

=

Z

G
u(0, ✓,!)µ

0

(d✓, d!) +

Z

t

0

Z

G
(@

s

u(s, ✓,!) + L[µ
s

]u(s, ✓,!)) µ̃
s

(d✓, d!)ds.(1.2.9)

Risolviamo a questo punto l’equazione (detta equazione backward parabolic oppure di
Kolmogorov)

(1.2.10) @
s

u(s, ✓,!) + L[µ
s

]u(s, ✓,!) = 0,

per ogni s 2 [0, t], con condizione finale u(t, ✓,!) = '(✓,!), dove ' 2 C2,0. Con il
cambiamento di variabile s 7! t� s si ottiene che (1.2.10) è un’equazione parabolica con
condizione iniziale '. Tale equazione è stata largamente presente in letteratura ed è nota
l’esistenza di soluzioni classiche (si veda [42, cap. 5]). Sia u una di queste, otteniamo che

(1.2.11)
Z

G
'(✓,!)µ̃

t

(d✓, d!) =

Z

G
u(0, ✓,!)µ

0

(d✓, d!).

A questo punto osserviamo che la parte a destra dell’uguaglianza (1.2.11) non dipende
più dalla soluzione di (1.2.8) e quindi

Z

G
'(✓,!)µ̃

t

(d✓, d!) =

Z

G
'(✓,!)µ

t

(d✓, d!), 8' 2 C2,0

(G),

che implica µ
t

= µ̃
t

per ogni t > 0.
A questo punto ci resta da dimostrare che (1.2.7) con d!(t) = 0, µ· 2 C0

([0,1);M
1

)

tale che (✓(0),!(0))t segue µ
0

, ammette al più un’unica soluzione forte tale che la legge
di (✓(·),!(·))t coincide con µ

t

per ogni t � 0. Siano ✓(·) e ¯✓(·) due soluzioni per il
sistema (1.2.7), queste ultime condividono la stessa condizione iniziale ma ciascuna si
evolve seguendo la propria legge.

Dato che cerchiamo una soluzione forte, senza perdita di generalità possiamo supporre
che il moto browniano B(·) sia lo stesso per entrambe e che (✓(0),!(0)) = (

¯✓(0), !̄(0)).
Abbiamo

dT
�

✓(t), ¯✓(t)
�

=

= dT

✓

K

Z

t

0

Z

G
sin(✓0 � ✓(s))µ

s

(d✓0, d!0
)ds,K

Z

t

0

Z

G
sin(✓0 � ¯✓(s))µ̄

s

(d✓0, d!0
)ds

◆

,

e quindi, seguendo (1.7),

dT
�

✓(t), ¯✓(t)
�

K

Z

t

0

Z

G

�

�

sin(✓0 � ✓(s))� sin(✓0 � ¯✓(s))
�

�µ
s

(d✓0, d!0
)ds+

+K

Z

t

0

Z

G

�

�

sin(✓0 � ¯✓(s)) (µ
s

(d✓0, d!0
)ds� µ̄

s

(d✓0, d!0
)ds)

�

� ds 

K

Z

t

0

dT
�

✓(s), ¯✓(s)
�

ds+K

Z

t

0

dbL(µs

, µ̄
s

)ds.

Dato che

(1.2.12) dbL(µs

, µ̄
s

) = sup

f2L

�

�E [f(✓(s),!)]� E
⇥

f(¯✓(s),!)
⇤

�

�  E
⇥

dT
�

✓(s), ¯✓(s)
�⇤

,
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prendendo il valore atteso in (1.2.12) otteniamo

E
⇥

dT
�

✓(t), ¯✓(t)
�⇤

 2K

Z

t

0

E
⇥

dT
�

✓(s), ¯✓(s)
�⇤

ds,

che, riapplicando Grönwall, ci dà E
⇥

dT
�

✓(t), ¯✓(t)
�⇤

= 0 per ogni t � 0. Per via della
continuità dei due processi, si ha che ✓(t) = ¯✓(t) per ogni t � 0 ed abbiamo finito. ⇤

Osservazione 1.24. A prima vista si può pensare che l’equazione (1.2.7) sia mal
posta, essa coinvolge infatti una quantità ✓(t) che è a priori legata alla distribuzione ⌫

t

che compare a destra dell’uguale. In realtà la misura ⌫
t

è indipendente da ✓(t) se viene
pensata semplicemente come soluzione di un’opportuna equazione alle derivate parziali
(che è ovviamente legata a (1.2.7)!). Una volta fissata ⌫

t

si ha quindi che la parte a
destra dell’uguale in (1.2.7) è una funzione sufficientemente regolare per avere esistenza
di soluzioni forti.

Osservazione 1.25. L’equazione ottenuta in forma forte diventa

@

@t

µ
t

(✓,!) = @

2

@✓

2µt

(✓,!)� @

@✓



µ
t

(✓,!)

✓

! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

t

(d✓0, d!0
)

◆�

,

un’equazione alle derivate parziali parabolica nota in letteratura come equazione Fokker-
Planck. In effetti possiamo rileggere quanto fatto in chiave probabilistica: per s 2 [0, t]
sia Xx,s

(s0), con s0 2 [0, t], il processo di diffusione generato da L[µ·], con condizione
iniziale Xx,s

(s) = x 2 G. Allora si può verificare che u(s, x) := E ['(Xx,s

(t))], sempre
con s 2 [0, t], risolve (1.2.10), con condizione finale u(t, x) = '(x). Chiaramente u(0, x) =
E
⇥

'(Xx,0

(t))
⇤

e quindi
R

G u(0, x)µ
0

(dx) = E
⇥

'(XX0,0
(t))
⇤

, quando X
0

ha legge µ
0

.

Definiamo dunque modello di Kuramoto stocastico continuo (KSC) la seguente equa-
zione alle derivate parziali parabolica

(1.2.13) @

@t

µ
t

(✓,!) = @

2

@✓

2µt

(✓,!)� @

@✓



µ
t

(✓,!)

✓

! +K

Z

G
sin(✓0 � ✓)µ

t

(d✓0, d!0
)

◆�

,

con K > 0 e con condizione iniziale µ
0

2 M
1

(G).
L’equazione Fokker-Planck (1.2.13) appare ripetutamente in letteratura, in partico-

lare in biologia e fisica; per una trattazione matematica rimandiamo a [25, 65]. Noi
lavoreremo sempre nel caso in cui condizioni iniziali e «disordine» sono independenti, in
particolare con µ

t

assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue sul toro T,
indicando µ

t

(d✓, d!) = q
t

(✓,!)d✓⌫dis(d!), e con ⌫dis simmetrica rispetto alla frequenza
media.

1.2.3. Lo stato incoerente e le soluzioni stazionarie. Sia dunque µ(d✓, d!) =
q(✓,!)d✓⌫dis(d!) soluzione stazionaria di (1.2.13), si ha la seguente caratterizzazione per
q(✓,!):

Teorema 1.26. Sia ⌫dis simmetrica rispetto al suo momento primo, allora ogni solu-
zione stazionaria µ di (1.2.13) può essere scritta in forma semi-esplicita come µ(d✓, d!) =
q(✓ + ✓

0

,!)d✓⌫dis(d!), con ✓
0

costante arbitraria dovuta all’invarianza rotazionale del
sistema, e

q(✓,!) := S(✓,!,2Kr)

Z(!,2Kr)

,
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con

S(✓,!, x) = eG(✓,!,x)

"

�

1� e4⇡!
�

Z

✓

0

e�G(u,!,x)du+ e4⇡!
Z

2⇡

0

e�G(u,!,x)du

#

,

e G(u, y, x) = x cos(u) + 2yu. Z(!, x) =
R

S S(✓,!, x)d✓ è la costante di normalizzazione
e r 2 [0, 1] soddisfa la seguente equazione di punto fisso

(1.2.14) r =  (2Kr), dove  (x) :=

Z

R

R
S cos(✓)S(✓,!,x)d✓

Z(!,x)

⌫dis(d!).

Dimostrazione. Il risultato è stato enunciato per la prima volta in [84]. La deri-
vazione formale delle soluzioni può essere trovata in uno degli esercizi di fine capitolo di
[52]. ⇤

A questo punto riportiamo alcune osservazioni, seguendo [45]:
(1) r = 0 risolve (1.2.14) e corrisponde al fatto che q(·) ⌘ 1

2⇡

è una soluzione
stazionaria. E’ anche l’unica fin tanto che K non eccede un valore limite K

c

,
che in ogni caso non può essere superiore a

˜K :=

✓

Z

R

⌫dis(d!)

1+4!

2

◆�1

.

Quest’ultimo valore si può calcolare facilmente con delle osservazioni sulla deri-
vata di  , rimandiamo a [52, cap. X] per uno studio più accurato.

(2) Nel caso in cui (1.2.14) ammette una soluzione r > 0 (certamente quindi nel
caso K > ˜K), una soluzione stazionaria non banale è presente. In realtà, per
via della simmetria rotazionale, esiste una varietà di soluzioni non banali: una
circonferenza parametrizzata da ✓

0

mod 2⇡.
(3) In generale esiste più di un punto fisso per (1.2.14), ma studiare tutte le soluzioni

è un compito tutt’altro che semplice da realizzare. Infatti  dipende da ⌫dis e
ci si aspetta unicità ad esempio nei casi in cui quest’ultima è unimodale (si
veda [45]), mentre è noto che l’unicità è persa nel caso bimodale [52, cap. X].
Progressi sono stati fatti nel caso non disordinato (chiamato anche reversibile,
in cui ⌫dis è una delta concentrata in 0) e saranno affrontati più in dettaglio nel
capitolo 2.

Terminiamo questa sezione con alcuni risultati di stabilità.

1.2.4. Risultati di stabilità. La stabilità (lineare) dello stato incoerente è un fatto
noto, anzi è proprio studiando il caso stocastico che Mirollo e Strogatz hanno dimostrato
la stabilità neutrale del caso deterministico (si veda teorema (1.17)). La presenza di
rumore induce uno shift nello spettro dell’operatore lineare legato alla stabilità di 1

2⇡

,
direttamente proporzionale al coefficiente di diffusione. Questo fa si’ che, per opportuni
valori di K  K

c

, compaia un autovalore negativo, da cui

Teorema 1.27. Lo stato incoerente è linearmente stabile per K  K
c

ed è linear-
mente instabile altrimenti.

Dimostrazione. Si veda l’articolo [94]. ⇤
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La trattazione della stabilità delle soluzioni nel ramo sincronizzato è, ad oggi, man-
cante. Alcuni risultati si basano invero sullo studio del modello reversibile (sezione 2.2),
con un forte controllo su ⌫dis è possibile dimostrare la stabilità delle soluzioni sincronizzate.
La trattazione è tecnica, rimandiamo a [45, 44].

Eric Luçon ha pubblicato più di un articolo sul comportamento della misura empirica
e sulle fluttuazioni del parametro r [65]. In particolare in [66, 67] analizza il compor-
tamento asintotico e studia gli effetti delle fluttuazioni indotte da finitezza del sistema e
disordine, si veda anche [20].

1.3. La variante topologica

Sebbene siano numerose le varianti proposte per il modello di Kuramoto (si veda
[1, 4] per una panoramica), solo una minima parte di queste è attaccabile matematica-
mente: presenteremo in questa sezione una di quelle trattabili, la variante «topologica»,
ed esattamente quella su cui ci concentrano i capitoli 3 e 4.

1.3.1. Introduzione alla topologia delle connessioni. Sia N 2 N e sia ⇠ =

{⇠(N)

i,j

}
i,j2{1,...,N}2 una matrice di adiacenza, ovvero ⇠(N)

i,j

2 {0, 1}. Consideriamo il grafo
G(N)

=

�

V (N), E(N)

�

associato a questa successione, in particolare

V (N)

:={1, . . . , N},

E(N)

:=

n

(i, j) 2 V (N) ⇥ V (N)

: ⇠(N)

i,j

= 1

o

.

Per i 2 V (N), definiamo il grado del vertice i con d(N)

i

:=

P

N

j=1

⇠(N)

i,j

. Definiamo modello
di Kuramoto topologico finito, da ora in poi KT, il seguente sistema

(1.3.1) d✓
i

(t) =

0

@!
i

+

↵

N

N

N

X

j=1

⇠(N)

i,j

K sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))

1

A dt+ �dB
i

(t), i = 1, . . . , N,

con {B
i

(·)}
i=1,...,N

una successione di moti browniani standard i.i.d. rispetto alla filtra-
zione {F

t

}
t�0

, {!
i

}
i=1,...,N

una successione di variabili aleatorie limitate e F
0

-misurabili
detta disordine, ↵

N

� 1 parametro che introdurremo per rinormalizzare l’interazione.
Senza perdita di generalità possiamo supporre il coefficiente di diffusione � = 1. Come
per il caso stocastico richiediamo che le condizioni iniziali {✓

i

(0)}
i=1,...,N

siano variabili
aleatorie F

0

-misurabili e a quadrato sommabili.
Supporremo sempre che le famiglie dei moti browniani, delle condizioni iniziali e del

disordine siano indipendenti, così da avere esistenza ed unicità di una soluzione (forte)
per (1.3.1).

Facciamo alcune osservazioni:
(1) Le funzioni ✓

i

= ✓
i

(t) sono ancora da pensare come angoli; considerando la
riduzione mod 2⇡ , il sistema (1.3.1) è un processo di diffusione definito sul
toro N -dimensionale TN .

(2) Nel caso «completo», in cui ⇠(N)

i,j

= 1 per ogni i, j = 1, . . . , N e ↵
N

⌘ 1 per ogni
N 2 N, ritroviamo il modello KS.

(3) La presenza delle variabili ⇠(N)

i,j

nell’equazione (1.3.1) dà una nuova chiave di
lettura per le interazioni. Non tutte le particelle influiscono con le altre e non
è nemmeno vero che se la particella i richiama a sé la particella j, allora anche
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quest’ultima la richiama a sua volta (lo sarebbe se e solo se la matrice ⇠(N)

fosse simmetrica). E’ dunque utile pensare il sistema definito su di un grafo
(orientato) in cui ogni freccia rappresenta l’attrazione di una particella verso
un’altra.

(4) ↵
N

è cruciale nel momento in cui si voglia passare al limite continuo o si studino
valori grandi di N , come nel nostro caso. Prendiamo un grafo per il quale il
grado di ogni vertice scali più lentamente della taglia, ovvero d(N)

i

/N ! 0 per
N che tende ad infinito, allora, se ↵

N

⌘ c costante positiva che non dipende da
N , per N sufficientemente grande il coefficiente di interazione è trascurabile ed il
problema risulta banale. Il coefficiente ↵

N

normalizza la parte di accoppiamento
affinché, nel limite termodinamico, non si ricada in casi banali.

(5) Normalizzare permette di confrontare sulla stessa scala (di tempo) due sistemi
definiti su grafi differenti. In particolare sarà interessante (capitolo 4) studiare
l’equazione (1.3.1) e compararla con il caso «completo», ovvero KS.

1.3.2. Il limite continuo. Ricordiamo che, per poter scrivere l’equazione della mi-
sura empirica nel caso stocastico, abbiamo fatto uso del parametro d’ordine r; in questo
caso non è possibile definirlo in modo analogo per via del fatto che non tutti gli oscillatori
contribuiscono, in linea di principio, allo stesso modo.

Possiamo però confrontare questo caso con un’altra diffusione «continua». Sia {✓!(t)}
t�0

tale che

(1.3.2) d✓!(t) = !dt+ pK

Z

G
sin(✓0 � ✓!(t))⌫

t

(d✓0, d!0
)dt+ �dB(t),

con condizione iniziale una variabile aleatoria a quadrato sommabile ed indipendente dal
moto browniano standard B(·). In (1.3.2), ! è una variabile aleatoria distribuita come
la variabili !

i

di (1.3.1), indipendente da B(·) e dalle condizioni iniziali, p 2 (0, 1] è un
numero che definiremo in seguito. Per t > 0, ⌫

t

è la legge di (✓!(t),!).
Lo studio di esistenza ed unicità di soluzioni forti per il problema (1.3.2) è equivalente

a quello di (1.2.7).
Per accoppiare (1.3.1) con (1.3.2) si fissano N condizioni iniziali di (1.3.1) e si indicano

con {✓!i

i

(t)}
i=1,...,N

, t � 0, le N soluzioni di (1.3.2) per cui si ha ✓!i

i

(0) = ✓
i

(0) per ogni
i = 1, . . . , N e con gli stessi browniani.

Ricordiamo che {✓!i

i

(·)}
i=1,...,N

è una successione di processi indipendenti e con di-
stribuzione identica, in particolare è noto che se ⌫

t

= ⌫
t

(d✓, d!) = q
t

(✓,!)d✓⌫dis(d!), con
⌫dis distribuzione nota delle variabili !

i

, allora q
t

risolve l’equazione Fokker-Planck data
da

@

@t

q
t

(✓,!) =�

2

2

@

2

@✓

2 qt(✓,!)� @

@✓

[q
t

(✓,!)!] +(1.3.3)

� @

@✓



q
t

(✓,!)pK

Z

G
sin(✓0 � ✓)q

t

(✓0,!0
)d✓0⌫dis(d!

0
)

�

.

Sia allora,

(1.3.4) µ
N,t

(d✓, d!) = 1

N

N

X

j=1

�
(✓

j

(t),!

j

)

(d✓, d!),

la misura empirica associata a (1.3.1). Abbiamo che
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Teorema 1.28. Supponiamo esista p 2 (0, 1] tale che
(1.3.5)

b
N

= b
N

(⇠) := sup

i2{1,...,N}

�

�

�

�

�

↵

N

N

N

X

k=1

⇣

⇠(N)

i,k

� p

↵

N

⌘

�

�

�

�

�

= sup

i2{1,...,N}

�

�

�

�

↵
N

d

(N)
i

N

� p

�

�

�

�

N!1�! 0.

Allora se esiste {t
N

}
N2N tale che

�

(↵
N

/N) + b2
N

�

exp(Ct
N

) = o(1), con C > 0 esplicita
e dipendente unicamente da (1.3.1), si ha

lim

N!1
EE sup

t2[0,t

N

]

dbL(µN,t

, ⌫
t

) = 0,

in cui abbiamo indicato il valore atteso rispetto ai browniani con E ed il valore atteso
rispetto alle condizioni iniziali ⌫

0

con E.

Dimostrazione. Si veda [28]. ⇤

Il teorema (1.28) può essere ovviamente applicato al caso «completo», per cui otte-
niamo b

N

= 0 e ↵
N

= 1 per ogni N (e p = 1). In particolare otteniamo che per ogni
scala di tempo t

N

 c logN , con c < 1/C, la misura empirica del sitema di Kuramoto
Stocastico converge a quella del sistema di diffusione (1.3.2) (e quindi alla soluzione di
(1.3.3)); un risultato simile a quanto provato in (1.22), ma per scale di tempi divergenti al
tendere di N all’infinito. E’ quindi interessante capire sotto quali ipotesi sul grafo G(N)

si ha che b
N

! 0.
Mostriamo che questo è vero per una buona parte dei grafi Erdős-Rényi ([38, 39]) a

cui ci interesseremo nel capitolo 3, infatti:

Teorema 1.29. Sia P
⇠

la probabilità definita sullo spazio dei grafi. Supponiamo che,
sotto P

⇠

, per ogni vertice i = 1, . . . , N , il vettore
⇣

⇠(N)

i,1

, . . . , ⇠(N)

i,N

⌘

sia dato da variabili
aleatorie bernulliane di parametro q

N

2 [0, 1]. Se si verifica una delle seguenti condizioni
(1) Il grafo G(N) ha densità postiva, ovvero

lim

N!1
sup

i=1,...,N

�

�

�

�

d

(N)
i

N

� p

�

�

�

�

! 0

e lim

N!1 q
N

= p;

(2) Il grafo G(N) ha densità nulla, ovvero d

(N)
i

N

N!1�! 0 per ogni i = 1, . . . , N ed
esiste una successione {↵

N

}
N=1,2,...

tale che

sup

i=1,...,N

�

�

�

�

↵
N

d

(N)
i

N

� p

�

�

�

�

! 0, per N ! 1,

↵
N

= o
⇣

N

logN

⌘

, per N ! 1.

Scegliendo in (1.3.5) ↵
N

⌘ 1 per ogni N , allora si ha che

lim

N!1
b
N

(⇠) = 0, per q.o. ⇠.

Dimostrazione. Esibiamo i conti unicamente per il caso (1) rimandando all’articolo
originale [28] per il resto della prova. Sotto l’ipotesi (1) si ha che il grado del vertice i

segue una distribuzione binomiale, ovvero d(N)

i

⇠ Bin(N, q
N

). Sia allora X
N

⇠ Bin(N, q)
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ed ✏ > 0, la teoria delle grandi deviazioni (si veda il Lemma 1.30) ci fornisce un limite
superiore (ed uno inferiore) per

P
⇠

(X
N

> (1 + ✏)qN)  exp (�NI
q

((1 + ✏)q)) ,

dove
I
y

(x) := x ln(x
y

) + (1� x) ln( 1�x

1�y

), x, y 2 (0, 1),

rappresenta la rate function assiciata. Per ✏ < 0 si ottiene analogamente

P
⇠

(X
N

< (1 + ✏)qN)  exp (�NI
q

((1� ✏)q)) .

Un rapido calcolo della derivata rispetto ad ✏ di I
q

((1 + ✏)q) =: f(✏) ci dà

f 0
(✏) = q

h

ln(1 + ✏)� ln

⇣

1�(1+✏)q

1�q

⌘i

,

in particolare
f 00

(✏) = q

(1+✏)(1�(1+✏)q)

> 0.

Dunque esiste c
q

> 0, dipendente continuativamente da q, tale che I
q

((1 + ✏)q) > c
q

✏2.
Otteniamo allora che

(1.3.6) P
⇠

⇣

�

�

�

d(N)

i

�Nq
N

�

�

�

� ✏N
⌘

 2 exp

�

�Nc
q

N

✏2
�

.

Scegliamo ad esempio ✏ = ✏
N

=

1

4p
N

e sia E
N

l’evento
⇢

�

�

�

�

d

(N)
i

N

� q
N

�

�

�

�

� 1

4p
N

�

. Per (1.3.6)

abbiamo che
P

N2N P
⇠

(E
N

)  1 e dunque, applicando Borel-Cantelli (ad esempio [37]),
lim sup

N"1 P
⇠

(E
N

) = 0 che è quello che volevamo mostrare. ⇤

Lemma 1.30. Sia X ⇠ Bin(N, q). Allora per ogni a > q si ha che

P(X > aN)  exp (�NI
q

(a)) ,

dove I
q

(a) = a ln(a
q

) + (1� a) ln
⇣

1�a

1�q

⌘

.

Dimostrazione. Consideriamo inizialmente P(X > aN), usando la disuguaglianza
di Markov esponenziale si ha che

(1.3.7) P(X � aN)  inf

t�0

exp {�taN + lnE [exp(tX)]} .

L’ultimo termine a destra di (1.3.7) è la funzione generatrice dei momenti

M
X

(t) =E [exp(tX)] =

N

X

k=0

✓

N

k

◆

qk(1� q)N�ketk =

=

N

X

k=0

✓

N

k

◆

�

qet
�

k

(1� q)n�k

=

�

qet + (1� q)
�

N

,

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato le proprietà del coefficiente binomiale. Ottenia-
mo che lnE [exp(tX)] = N ln (qet + (1� q)). Per inf

t�0

exp {�ta+ ln (qet + (1� q))}, si
procede calcolando la derivata e ponendola a zero

a� qe

t

1�q+qe

t

= 0,
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che ci dà come risultato et = a

1�a

1�q

q

. Sostituendo in �ta+ log (qet + (1� q)) si ottiene

I(a) =a ln

✓

a

q

◆

� a ln

✓

1� a

1� q

◆

� ln

✓

q + q
a

1� a

1� q

q

◆

=

=a ln

✓

a

q

◆

� a ln

✓

1� a

1� q

◆

� ln

✓

1� q

1� a

◆

=

=a ln

✓

a

p

◆

+ (1� a) ln

✓

1� a

1� p

◆

.

⇤
Sotto ipotesi leggermente più deboli per la densità di grafi Erdős-Rényi, proveremo

che l’energia libera associata a (2.2.1) che definiremo nel prossimo capitolo, converge a
quella di (1.3.1).

Nel capitolo 4 evidenzieremo attraverso alcune simulazioni l’analogia fra il caso «com-
pleto» ed il caso topologico opportunamente rinormalizzato. In particolare mostrere-
mo come il risultato del Teorema 1.28 sia accurato, ovvero non migliorabile, nel caso
reversibile (2.2.1).



CAPITOLO 2

Elementi di Meccanica Statistica

In questo capitolo ci avviciniamo al risultato principale della tesi prendendo in prestito
strumenti da un’altra grande branca della Fisica-Matematica: la Meccanica Statistica. La
prima sezione sarà dedicata ad un’introduzione sui principali strumenti matematici, come
misure di Gibbs ed hamiltoniane, e su alcuni esempi chiave che la hanno resa celebre. In
particolare presenteremo il modello XY ed il q-state clock model.

La seconda sezione presenta un sottocaso della versione stocastica del modello di
Kuramoto: il caso «reversibile». Per questo modello sono usciti recentemente numerosi
articoli che ne delineano sufficientemente bene le proprietà: stiamo parlando degli articoli
di Bertini, Giacomin, Pakdaman ed altri, si vedano [8, 9, 46]. Tali articoli rendono mate-
maticamente manifesti alcuni dei comportamenti del modello di Kuramoto e cominciano
a rendere rigoroso lo studio di varianti topologiche: tema del terzo capitolo. Il pregio della
versione «reversibile» è quello di rientrare non soltanto nel frame dei processi stocastici,
ma anche in quello della Meccanica Statistica: la misura di probabilità rispetto alla quale
il sistema è «reversibile» coincide con quella del modello XY.

L’ultima sezione sarà dedicata ad esemplificare questa equivalenza.

2.1. Meccanica Statistica d’equilibrio

La Meccanica Statistica è una branca della fisica che cerca di far risalire le pro-
prietà macroscopiche di sistemi formati da tanti elementi, alle interazioni e proprietà
microscopiche. L’approccio matematico a questo campo avviene combinando le infor-
mazioni provenienti dalle dinamiche molecolari con risultati di probabilità che, per un
numero sufficientemente grande di particelle, caratterizzano senza equivocità le variabili
macroscopiche che si osservano. La difficoltà di questo campo sta nel comprendere quale
relazione esista fra proprietà macroscopiche di un certo sistema all’equilibrio (pensiamo
quindi alla temperatura o alla pressione di un certo gas), e le dinamiche che si compiono
a livello microscopico fra i suoi elementi costituenti (per esempio gli urti fra molecole).

2.1.1. Dal microscopico al macroscopico. Il primo «postulato» della Meccanica
Statistica è abbandonare l’idea di poter fornire una descrizione completamente determi-
nistica di un sistema; anche conoscendo esattamente tutte le posizioni e le dinamiche di
ogni particella che lo costituisce, non saremo mai in grado di risolvere sistemi dell’ordine
di 1023 equazioni. Per questo motivo gli sforzi sono condotti al fine di cercare una distri-
buzione di probabilità definita su tutti i possibili «microstati1», che conduca a predizioni
compatibili con gli osservabili del sistema.

1Con microstato si intende una configurazione del sistema di cui si conoscono tutti i dettagli
«microscopici» di ogni singola particella.

36
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Potremmo formulare questo approccio nel modo seguente: supponiamo che l’unica
informazione di cui siamo in possesso su di un sistema macroscopico (all’equilibrio), sia
la sua descrizione microscopica (ovvero l’insieme di tutti i microstati in cui il si sistema
può trovare e come calcolare la loro energia) ed il valore di poche variabili macroscopiche
(ad esempio quelle della termodinamica: pressione, volume o temperatura). Data questa
informazione, e solo questa informazione, che cosa si può dire a proposito del «tipico»
microstato in cui il sistema rilassa?

Traducendo questo in termini matematici, ci stiamo ponendo le seguenti domande:
(1) Quale distribuzione di probabilità si dovrebbe utilizzare per descrivere sistemi

sufficientemente «grandi», all’equilibrio?
(2) Supponiamo di aver trovato una tale distribuzione di probabilità, che cosa si può

dire sulle variabili macroscopiche? E’ possibile mostrare che la loro distribuzione
si concentra sul valore atteso, al tendere nel numero di particelle all’infinito,
rendendo così una descrizione deterministica di queste quantità?

(3) E’ possibile descrivere delle transizioni di fase in questo framework?
La prima domanda sarà brevemente discussa nella prossima sottosezione, mentre un ri-
sultato che dà una risposta parziale alla seconda, sarà l’oggetto del capitolo tre. La terza
domanda, la cui risposta è ovviamente sì, esula dal contenuto di questa tesi. Una tran-
sizione di fase si è già incontrata nel capitolo precedente: al variare del paramentro K
il modello di Kuramoto presenta un valore critico oltre il quale la soluzione incoerente
diventa instabile e si biforca lungo soluzioni (parzialmente) sincronizzate.

2.1.2. Framework. In Meccanica Statistica d’equilibrio descrivere un sistema di
particelle equivale preliminariamente ad assegnare due oggetti fondamentali:

(1) l’insieme dei microstati ⌦: se ! 2 ⌦, allora ! è una configurazione del sistema
contenendo l’informazione sullo stato e posizione di ogni particella;

(2) le interazioni fra le particelle.
Fissato un microstato, o configurazione, abbiamo sufficiente informazione per definire
l’interazione fra le particelle. Le interazioni sono defnite tramite l’assegnazione di una
funzione a valori reali, detta Hamiltoniana, che per noi sarà

(2.1.1) H : ⌦! R.
Denotiamo l’insieme delle distribuzioni di probabilità su ⌦ con M

1

(⌦). Se µ 2 M
1

(⌦),
allora per definizione si ha che µ(!) � 0 per ogni configurazione ! 2 ⌦ e

P

!2⌦

µ(!) =
R

⌦

µ(d!) = 1, a seconda che l’insieme dei microstati sia finito o infinito rispettivamente.
Un osservabile è una variabile aleatoria f : ⌦ ! R. Il suo valore atteso, sotto la

distribuzione µ 2 M
1

(⌦), è qui indicato con

E
µ

[f ] =
X

!2⌦

f(!)µ(!) =

Z

⌦

f(!)µ(d!).

Ometteremo il pedice µ quando non ci sarà ambiguità.
I modelli che considereremo sono definiti su di un reticolo, inteso come gruppo e non

come insieme parzialmente ordinato. In linea di principio il nostro sistema sarà localizzato
in un qualche Rd, con d 2 N dimesione dello spazio, noi richiederemo che ogni particella
occupi una posizione individuata da coordinate intere: suddividendo idealmente lo spazio
in celle, il sistema è definito sul reticolo Zd ⇢ Rd.
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Figura 2.1.1. Modello di Ising su Z2, s 2 ⌦ := {�1, 1}⇤ viene rap-
presentata con + e � a seconda che s

i

= ±1. Immagine tratta da
[41].

Supponiamo per semplicità che il sistema abbia estensione finita e quindi che, se
⇤ ⇢ Zd denota le possibili posizioni di tutte e sole le particelle considerate, allora ⇤ è un
compatto di Zd. Definito l’insieme degli stati possibili che una particella può assumere
con S ⇢ R⌫ e ⌫ 2 N, l’insieme dei microstati è dunque esplicitabile in

⌦ = S⇤,

dove con la notazione esponenziale abbiamo denotato il prodotto vettoriale. Un elemento
s 2 ⌦ è un elemento del tipo s = (s

i

)

i2⇤

dove s
i

indica lo «stato» della particella i-esima.

Osservazione 2.1. Considerare ⇤ ⇢ Zd restringe la casistica delle interazioni possi-
bili fra particelle, così come una scelta dell’hamiltoniana del tipo (2.1.1). Per una review
matematica più esaustiva si vedano ad esempio [41, 97].

2.1.3. Hamiltoniane e Misure di Gibbs. Seguendo uno dei principi variazionali
classici della Fisica-Matematica ci piace pensare che la natura scelga, in qualche modo, la
strada meno dispendiosa per raggiungere il fine. Se H definisce una sorta di energia per
un dato microstato, allora ci immaginiamo che configurazioni ad energie più basse siano
favorite rispetto a configurazioni ad energie elevate. Dato un sistema con hamiltoniana
H , non dovrebbe stupire (troppo) la seguente scelta per la distribuzione di probabilità:

(2.1.2) µ(!) = e

�H (!)

Z

, ! 2 ⌦,

dove e rappresenta la funzione esponenziale e Z 2 R la costante di normalizzazione, spesso
chiamata funzione di ripartizione.
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Questa misura, detta misura di Gibbs2, risponde in parte alla prima domanda del
capitolo; per questioni circa esistenza e buona definizione si rimanda il lettore a [41]: fin-
tanto che ⇤ è un compatto di Zd non c’è ambiguità nella definizione, se si vuole definire
(2.1.2) su Zd bisogna richiedere delle condizioni di consistenza per le probabilità condizio-
nate di µ sui compatti di Zd. Questo approccio si chiama formalismo DLR, fu introdotto
da Dobrushin nel 1968 [35] ed indipendentemente da Lanford e Ruelle nel 1969 [62].

Osservazione 2.2. Scegliere una misura di Gibbs ha ragioni ben più profonde di
quelle addotte qui sopra e deriva da un concetto primo della termodinamica: il prin-
cipio di entropia. Al lettore interessato consigliamo di consultare il primo capitolo di
[41]. Similmente la costante di normalizzazione Z, che sarà l’oggetto di studio del capi-
tolo 3, rappresenta una quantità molto importante dei sistemi in Meccanica Statistica e
direttamente legata al concetto di energia libera che introduciamo qui di seguito.

2.1.4. Il modello XY. Mettiamo in moto le definizioni e le notazioni tramite un
esempio: il modello XY.

Il modello XY è stato coniato nel 1961 da Lieb et al. in [63] anche se già presente in
due articoli antecedenti [74, 70] rispettiamente del 1950 e del 1956. Fu introdotto per lo
studio di catene antiferromagnetiche 1-dimensionali e venne chiamato XY poiché nell’ha-
miltoniana compare unicamente la dipendenza da x ed y, nonostante sia originariamente
definito in uno spazio tridimensionale3.

Veniamo alla recente definizione del modello XY, o plane rotator model. Dato un
reticolo d-dimensionale ⇤, su ogni vertice i 2 ⇤ si assegna un vettore unitario s

i

=

(cos ✓
i

, sin ✓
i

) 2 S chiamato «spin». Lo spazio degli stati è la sfera unitaria S = S ed una
configurazione, detta di «spin», un vettore del tipo s = (s

i

)

i2⇤

2 S⇤.
Nella formulazione originale, per prescrivere le interazioni fra gli spin, si introducono

delle funzioni di interazione J
ij

«translation-invariant4» e un campo esterno, eventual-
mente dipendente dalla posizione, h

j

= (h
j

, 0).
L’hamiltoniana si scrive

(2.1.3) H
XY

(s) = �
X

i 6=j

J
ij

s
i

· s
j

�
X

i

h

j

· s
i

= �
X

i 6=j

J
ij

cos(✓
i

� ✓
j

)�
X

i

h
j

cos(✓
j

).

Le funzioni J
ij

contengono ovviamente informazioni sulla topologia delle connessioni: se
J
ij

= 0 (e J
ji

= 0) allora la particella i non è connessa alla partcella j. Scelte classiche
per la topologia sono:

2Il fisico-matematico americano Josiah Willard Gibbs è considerato uno dei padri della Meccanica
Statistica ed a lui se ne deve il nome che coniò nel 1884 in On the Fundamental Formula of Statisti-
cal Mechanics, with Applications to Astronomy and Thermodynamics e che utilizzò in seguito in una
delle sue ultime opere Elemetary Principles In Statistical Mechanics del 1902. Nonostante «meccanica
probabilistica» sembri oggi più adeguato si continua ad utilizzare il termine «statistica». Quest’ultimo,
secondo Gibbs, fu introdotto per la prima volta in Meccanica da James Clerk Maxwell nel 1871. Si veda
la voce Statistical mechanics su en.wikipedia.org per ulteriori informazioni e bibliografia.

3Il modello fu introdotto come quantum mechanical model per via dell’assenza di commutatività
fra le componenti degli spin. Per ulteriori informazioni rimandiamo all’articolo originale [63]. Oggi il
modello XY è spesso chiamato anche planar rotator model, o O(2)-model. Quest’ultima notazione è
apparsa per la prima volta nel 1968 in alcuni articoli del fisico Harry Eugene Stanley [90, 91] e riassume
come casi collaterali il modello di Ising (O(1)-model), il modello di Eisenberg (O(3)-model) ed il modello
Berlin-Kac (si veda [88] e sua bibliografia).

4ovvero che dipendono unicamente dalla distanza fra i due spin considerati, cioè Jij = J(ki� jk).
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• J
ij

costanti che equivale a considerare interazioni di tutte le particelle con tutte
le particelle, una scelta originariamente fatta per sistemi di «campo medio»;

• J
ij

nulle eccetto per indici i, j tali che kj � ik
1

= 1, con kik
1

=

P

d

k=1

|i
k

|. Le
interazioni si restringono ai «vicini più prossimi» (in inglese nearest neighbors
case);

• kJ
ij

k / kj � ik�↵
1

, con ↵ 2 (2, 3). Detta «long-range interaction», quando si
richiede una connessione densa ma che scali con la distanza. Con / indiciamo
un rapporto di proporzionalità diretta.

Per una review più generale si veda [41].
Studiare un modello come il modello XY equivale a studiare il comportamento di va-

riabili macroscopiche (quelli che abbiamo definito gli «osservabili» del sistema), al variare
di uno o più parametri (nonché per studiare transizioni di fase, si veda la review di fisica
[48]). Restringiamoci per semplcità al caso in cui d = 1 e ⇤ = {1, . . . , N} e mettiamoci
nel frame classico mean-field, ovvero con hamiltoniana definita da

(2.1.4) H
XY

(s) = � 1

2N

N

X

i,j=1

cos(✓
i

� ✓
j

), s 2 TN ,

la misura di Gibbs corrispondente è

µ
XY

(s) =

exp(��H
XY

(s))

Z

XY

, s 2 TN ,

con � parametro reale positivo, detto inverso della temperatura, e Z costante di norma-
lizzazione, detta anche funzione di partizione. Scriveremo quest’ultima come

Z
XY

=

Z

TN

exp(��H
XY

(s))�
N

(ds) = E [exp(��H
XY

)] ,

dove abbiamo indicato con �
N

la misura di Lebesgue indotta sul toro N -dimensionale
TN e con E il valore atteso rispetto alla distribuzione uniforme di s nello spazio delle
configurazioni.

Possiamo ora definire uno degli oggetti di studio del capitolo 3, si definisce energia
libera classica del modello XY mean-field, la quantità

f
XY

(�, N) =

1

N

lnZ
XY

=

1

N

lnE [exp(��H
XY

)] .

Risultati classici ci assicurano l’esistenza di questa funzione ed in particolare l’esi-
stenza del «limite termodinamico», definito come segue

(2.1.5) f
XY

(�) = lim

N!1
f
XY

(�, N) = lim

N!1
1

N

lnE [exp(��H
XY

)] .

Nel seguito ometteremo la dipendenza da �.

Osservazione 2.3. Si veda [88] per una derivazione esplicita di questo limite.

2.1.5. Il q-state clock model. Nella sua tesi di dottorato del 1951, Renfrey Potts
descrisse un modello per spins su reticoli cristallini. Il modello che fu proposto dal super-
visore di Potts, il fisico teorico israeliano Cyril Domb, generalizza il fortunato modello di
Ising (ed è a sua volta generalizzato dal modello XY).

Sia q un numero naturale, definiamo lo spazio degli stati con

Q = {i 2⇡
q

, i = 0, . . . , q � 1}.
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Data quindi una configurazione s 2 Q⇤, l’hamiltoniana si scrive:

H
q

(s) = �
X

i 6=j

J
ij

s
i

· s
j

= �
X

i 6=j

J
ij

cos(✓
i

� ✓
j

).

Osservazione 2.4. Oggi sotto il nome «Potts model» è considerata un’altra hamil-
toniana(non equivalente!), si veda [106] per una review completa sul Potts model. Il
modello che presentiamo va oggi sotto il nome di q-state clock model.

Come per il modello XY restringiamoci al caso mean-field 1-dimensionale, scegliamo
⇤ = {1, . . . , N} ed hamiltoniana:

(2.1.6) H
q

(s) = � 1

2N

N

X

i,j=1

cos(✓
i

� ✓
j

), s 2 QN .

L’hamiltoniana (2.1.6) è la stessa del modello XY (2.1.4) tranne per il dominio di defi-
nizione: le configurazioni sono forzate ad assumere valori sempre sulla sfera unitaria, ma
discretizzati dal parametro q.

Analogamente siano

µ
q

(s) =

exp(��H
q

(s))

Z

q

, s 2 QN ,

Z
q

=

X

s2Q

N

exp(��H
q

(s)) = E [exp(��H
q

)] .

rispettivamente misura di Gibbs e funzione di partizione. Si definisce energia libera
classica del modello q-state clock mean-field, la quantità

f
q

(�, N) =

1

N

lnZ
q

=

1

N

lnE [exp(��H
q

)] .

Nel limite termodinamico scriveremo

(2.1.7) f
q

(�) = lim

N!1
f
q

(�, N) = lim

N!1
1

N

lnE [exp(��H
q

)] .

2.2. Il caso reversibile

La variante cosiddetta reversibile del modello di Kuramoto è un sottocaso della ver-
sione stocastica. Nonostante fosse nota a Kuramoto (si veda l’articolo [84] di Sakaguchi
del 1988), un’analisi dettagliata delle soluzioni (stazionarie) non è apparsa fino al 2010, si
veda in particolare [8] e poi [46, 44, 9]. Nel momento in cui esiste ⌦ 2 R tale che !

i

= ⌦

per ogni i = 1, . . . , N , il modello stocastico appare così:

d✓
i

(t) = ⌦dt+ K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))dt+ dB
i

(t).

Come abbiamo già visto, grazie al cambiamento di variabile ✓
i

(t) 7! ✓
i

(t)�⌦t, possiamo
supporre ⌦ = 0. Questa mappa ci porta al caso reversibile.

Sia N 2 N e siano ✓
i

= ✓
i

(t) per i = 1, . . . , N delle funzioni, il modello di Kuramo-
to reversibile (KR) è definito dal seguente sistema di equazioni differenziali stocastiche
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accoppiate:

(2.2.1) d✓
i

(t) = K

N

N

X

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))dt+ dB
i

(t), i = 1, . . . , N,

con K e � costanti reali positive e {B
i

(·)}
i=1,...,N

una successione di moti brownia-
ni standard i.i.d. rispetto ad un’opportuna filtrazione {F

t

}
t�0

. Le condizioni iniziali
{✓

i

(0)}
i=1,...,N

sono F
0

-misurabili ed � rappresenta il coefficiente di diffusione come per
KS.

L’esistenza e l’unicità di una soluzione seguono dal caso stocastico (1.2.3).

2.2.1. Reversibilità stocastica. Un processo deterministico è detto reverisibile
(time-reversible) quando le equazioni dinamiche sono invarianti per inversione temporale,
ovvero quando il processo sotto la trasformazione t 7! �t risolve le medesime equazioni.

Nel caso stocastico reversibilità equivale a chiedere che le proprietà statistiche del
processo time-reversed rimangano invariate rispetto al processo standard. In altre pa-
role se ⌘

t

è un processo stocastico sotto una qualche probabilità P , deve valere che
P ({⌘

0

= ⌘, ⌘
t

= ⌘0}) = P ({⌘
0

= ⌘0, ⌘
t

= ⌘}) per ogni t > 0. Chiariamo meglio il concetto
di reversibilità nel paragrafo seguente.

2.2.1.1. Reversibilità per catene di Markov. Analogamente a quanto scritto nella se-
zione (2.1.2) sia S un insieme di stati che supponiamo per semplicità finito e siano
X

1

, X
2

, . . . variabili aleatorie a valori in S per cui vale la proprietà di Markov, ovvero

P (X
N+1

= x |X
1

= x
1

, . . . , X
N

= x
N

) = P (X
N+1

= x |X
N

= x
N

) , 8N 2 N.
La successione {X

N

}
N=1,2,...

è detta catena di Markov.
Una catena di Markov è reversibile se esiste una distribuzione di probabilità ⇡ definita

nello spazio degli stati, ossia ⇡ 2 M
1

(S), tale che

⇡
i

P (X
N+1

= j |X
N

= i ) = ⇡
j

P (X
N+1

= i |X
N

= j ) , 8i, j 2 S, 8N 2 N,
dove ⇡

i

:= ⇡(i) con i 2 S. Questa condizione è nota come bilancio dettagliato e spesso,
dimenticandosi la dipendenza da N , si abbrevia così

(2.2.2) ⇡
i

p
ij

= ⇡
j

p
ji

, 8i, j 2 S,

con la notazione p
ij

= P (X
N+1

= j |X
N

= i ).

Osservazione 2.5. Una conseguenza di (2.2.2) è quella di rendere ⇡ una misura
invariante. In particolare si ha che, se vale (2.2.2), allora

(2.2.3)
X

i2S

⇡
i

p
ij

=

X

i2S

⇡
j

p
ji

= ⇡
j

,

la probabilità uscente dal sito j è uguale alla probabilità di trovarsi nello stato j sotto ⇡.
Se vale (2.2.3) si dice che ⇡ è una misura invariante per la catena di Markov {X

N

}
N=1,2,...

.

2.2.1.2. Reversibilità per processi continui. Sia X : [0,1) ⇥ ⌦ ! RN , definito su di
uno spazio di probabilità (⌦,⌃,P), un processo stocastico che soddisfa un’equazione della
forma

dX
t

= b(X

t

)dt+ �(X

t

)dB
t

,

dove B è un moto browniano M -dimensionale e b : RN ! RN e � : RN ! RN⇥M sono
chiamati rispettivamente drift e coefficiente di diffusione. Per un punto x 2 RN , sia Px
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la legge di X data la condizione iniziale X

0

= x e sia Ex il relativo valore atteso. Il
generatore infinitesimale di X è l’operatore L, che agisce su di un’opportuna funzione
f : RN ! R, nel seguente modo:

(2.2.4) Lf(x) = lim

t#0
Ex

[f(X

t

)]�f(x)

t

.

Risultati classici (ad esempio [64]) provano che la classe delle funzioni C2 a supporto
compatto (derivabili due volte e con derivata continua) è contenuta nell’insieme delle
funzioni per cui il limite definito sopra esiste; noi indicheremo il dominio dell’operatore
L, ovvero l’insieme di tutte le funzioni per cui (2.2.4) è ben definito, con D(L) ⇢ L2

(RN

)

(funzioni reali a quadrato sommabili).
Veniamo ora alla definizione di reversibilità. Un processo stocastico X : [0,1)⇥⌦!

RN , definito su di uno spazio di probabilità (⌦,⌃,P), si dice reversibile se esiste una
misura µ definita su RN tale che il generatore infinitesimale L è autoaggiunto nello spazio
L2

(RN , µ), ovvero se e solo se

(2.2.5)
Z

RN

f Lg dµ =

Z

RN

g Lf dµ, 8f, g 2 D(L) ⇢ L2

(RN

).

In particolare µ si dice misura invariante per la dinamica L. Possiamo adesso enunciare
la seguente

Proposizione 2.6. Il processo stocastico (2.2.1) è reversibile rispetto alla misura µ
N

definita da

(2.2.6) µ
N

(d✓) := 1

Z

N

exp

�

� 2K

�

2 HN

(✓)
�

�
N

(d✓),

con H
N

definita da

(2.2.7) H
N

(✓) = � 1

2N

N

X

i,j=1

cos(✓
j

� ✓
i

),

�
N

misura di Lebesgue indotta sul toro N -dimensionale e Z
N

costante di normalizzazione.

Dimostrazione. Un rapido calcolo ci mostra che il generatore infinitesimale per
(2.2.1) è dato

(2.2.8) L
K,N

f(✓) := �

2

2

N

X

i=1

@

@✓

2
i

f(✓) +K
N

X

i=1

@

@✓

i

H
N

(✓)

@

@✓

i

f(✓), f 2 C2

(TN

).

Resta da verificare che per ogni f, g 2 D(L) ⇢ L2

�

TN , µ
N

�

vale (2.2.5). Per semplicità
mostriamo il conto nel caso N = 1. Dobbiamo mostrare che per ogni funzione f, g 2 C2

(S)
(ad esempio) vale che

Z

S
g(✓)

h

@

2

@✓

2 f +

@

@✓

f @

@✓

H
i

exp(H)d✓ =

Z

S
f(✓)

h

@

2

@✓

2 g +
@

@✓

g @

@✓

H
i

exp(H)d✓.

Osserviamo che possiamo riscrivere il tutto come
Z

S
g(✓)

h

exp(H)

@

2

@✓

2 f +

@

@✓

f @

@✓

exp(H)

i

d✓ =

Z

S
g(✓) @

@✓

⇥

exp(H)

@

@✓

f
⇤

d✓,
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applicando l’identità di Green e sfruttando il fatto che siamo sulla sfera unitaria, ottenia-
mo

Z

S
g(✓) @

@✓

⇥

exp(H)

@

@✓

f
⇤

d✓ = �
Z

S

⇥

exp(H)

@

@✓

f
⇤

@

@✓

g(✓)d✓ =

= �
Z

S
@

@✓

f
⇥

exp(H)

@

@✓

g(✓)
⇤

d✓ =

=

Z

S
f @

@✓

⇥

exp(H)

@

@✓

g(✓)
⇤

d✓.

Ed abbiamo fatto. ⇤

Osservazione 2.7. In generale per processi di diffusione con coefficiente di diffusione
costante e drift non esplicitamente dipendente dal tempo, come nel nostro caso, si ha il
seguente

Teorema 2.8. Sia B è un moto browniano M -dimensionale, b : RN ! RN una
funzione lipschitziana e � > 0. Sia X : [0,1) ⇥ ⌦ ! RN , definito su di uno spazio di
probabilità (⌦,⌃,P), un processo stocastico che soddisfa un’equazione della forma

dX
t

= b(X

t

)dt+ �dB
t

,

con condizione iniziale X

0

2 L2

(⌦,⌃,P). Allora le seguenti sono equivalenti:
- Il processo X è reversibile con misura invariante µ in RN .
- Esiste un potenziale scalare � : RN ! R tale che b = �r� ed una misura µ

assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue definita da

µ(dx) = exp

�

� 2

�

2�(x)
�

�(dx),
R

RN

exp(� 2

�

2�(x)) dx = 1.

Dimostrazione. Si veda [102, pag. 45-50]. ⇤

Nel nostro caso la funzione H
N

(✓) = � 1

2N

P

N

i,j=1

cos(✓
j

� ✓
i

), a meno della costante
K, è effettivamente la derivata di Radon-Nikodym della misura µ

N

, nonché l’hamiltoniana
del modello XY (si veda 2.1.4).

Grazie a questo teorema si mette in luce una condizione necessaria per avere rever-
sibilità per il processo (2.2.1): l’assenza di disordine. Anche se continua ad esistere una
funzione il cui gradiente è !

i

+

K

N

P

N

j=1

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t)), questa non risulta più definita
globalmente su TN , si veda (1.1.32) per un’espressione esplicita.

Le frequenze intrinseche di ogni oscillatore rendono il modello di KS (1.2.3) un modello
di Meccanica Statistica di non equilibrio. In questo caso non esiste una misura invariante
nello stesso senso di (2.2.6), ma altre interessanti questioni si pongono e rappresentano
una delle frontiere della ricerca in Fisica e Matematica.

2.2.2. Il limite continuo. Si deriva direttamente dal caso stocastico; la misura
empirica risulta definita come

(2.2.9) ⌫
N,t

(d✓) := 1

N

N

X

j=1

�
✓

j

(t)

(d✓).

Riportiamo il seguente
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Teorema 2.9. Se esiste ⌫
0

2 M
1

(S) tale che per ogni ✏ > 0 ed ogni F 2 C0

(S) si
abbia

lim

N!1
P
✓

�

�

�

�

Z

S
F (✓)⌫

N,0

(d✓)�
Z

S
F (✓)⌫

0

(d✓)

�

�

�

�

> ✏

◆

= 0,

allora per ogni t > 0 e per ogni ✏ e F

lim

N!1
P
✓

�

�

�

�

Z

S
F (✓)⌫

N,t

(d✓)�
Z

S
F (✓)⌫

t

(d✓)

�

�

�

�

> ✏

◆

= 0,

dove ⌫· è l’unica soluzione di
R

S F (✓)⌫
t

(d✓)�
R

S F (✓)⌫
0

(d✓) =(2.2.10)

= K
R

t

0

R

T2 F 0
(✓) sin(✓ � ✓0)d⌫

s

(d✓)d⌫
s

(d✓0)ds+ �

2

2

R

t

0

R

S F
00
(✓)d⌫

s

(d✓)ds.

Inoltre, per ogni t > 0 la misura ⌫
t

è assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue ed ha una densità strettamente positiva (✓, t) 7�! q(✓, t), da S⇥ [0,1) in (0,1),
regolare (C1) e che risolve

@

@t

q
t

(✓) = 1

2

@

2

@✓

2 qt(✓)�K @

@✓



q
t

(✓)

Z

S
sin(✓0 � ✓)q

t

(✓0)d✓0
�

.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella di KR. Per la stretta positività si
utilizzano tecniche oramai standard per le equazioni paraboliche, si veda [6] e [8]. ⇤

Il modello di Kuramoto reversibile continuo (KRC) è dato dalla seguente equazione

(2.2.11) @

@t

q
t

(✓) = 1

2

@

2

@✓

2 qt(✓)�K @

@✓



q
t

(✓)

Z

S
sin(✓0 � ✓)q

t

(✓0)d✓0
�

,

con K > 0 e condizione iniziale che indichiamo con ⌫
0

2 M
1

(S), ⌫
0

(d✓) = q
0

(✓)d✓.
Osserviamo che la condizione iniziale non deve essere necessiaramente continua rispetto
alla misura di Lebesgue: in tal caso q

t

è da intendere per t > 0, una volta fatta evolvere
⌫
t

secondo (2.2.10).

2.2.3. Le soluzioni stazionarie. Come per il caso stocastico osserviamo innanzi
tutto che se q(·) è una soluzione stazionaria, allora q(· + ✓

0

) è ancora una soluzione
stazionaria per una qualsiasi scelta ✓

0

. La soluzione q(·) =

1

2⇡

è sempre soluzione di
(2.2.11), qualunque sia il valore di K, ma esistono altre soluzioni. In effetti:

Teorema 2.10. Ogni soluzione stazionaria di (2.2.11) può essere scritta come q(·+
✓
0

) per un qualche ✓
0

2 [0, 2⇡) e

q(✓) = exp(2Kr cos(✓))R
S exp(2Kr cos(✓

0
))d✓

0 ,

con r una soluzione non negativa di

r =  (2Kr), con  (x) :=
R
S cos(✓) exp(x cos(✓))d✓R

S exp(x cos(✓))d✓

.

Dimostrazione. La condizione su r è ancora un’equazione di autoconsistenza che
deriva da (1.1.25). Lo studio di esistenza ed unicità si basa sulla concavità di  , qui ci
limiteremo a dire che  0

(0) = 1/2 e  (·) : [0,1) ! [0, 1) è strettamente concava, per
dettagli sulla concavità di  si veda [80].

Esistono dunque al più due soluzioni non negative: la soluzione nulla e, per K >
K

c

:= 1, una soluzione positiva.
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Figura 2.2.1. Una delle simulazioni fatte durante lo stage. Dopo un
tempo relativamente breve, qui t = 75 per N = 1000, la misura empirica
converge ad una delle soluzioni prescritte dal Teorema 2.10.

Sia dunque q una soluzione stazionaria di (2.2.11), facilmente si verifica che deve
soddisfare

1

2

q0(✓)�K

✓

Z

S
sin(✓0 � ✓)q(✓0)d✓0

◆

q(✓) = C,

per una qualche costante C. Per il teorema (2.9), q(·) è strettamente positiva; dividendo
per q si ottiene

1

2

(ln q(✓))0 +K

✓

Z

S
cos(✓0 � ✓)q(✓)d✓0

◆0
=

C

q(✓)

,

che implica C = 0. A questo punto, usando la simmetria del sistema, assumiamo che
R

S q(✓) sin(✓)d✓ = 0. Esplicitando cos(✓0 � ✓) in somma di seni e coseni e ricordando che
r =

R

S q(✓) cos(✓)d✓ si ottiene

1

2

q0(✓)�Kr cos(✓)q(✓) = 0.

Una soluzione dell’ultima espressione è proporzionale a exp(2Kr cos(✓)); normalizzando
si ha l’enunciato. ⇤
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Osservazione 2.11. Il Teorema 2.10 mette in luce come la simmetria del sistema
generi una varietà di soluzioni (una circonferenza per l’esattezza, [24]). E’ possibile
rompere questa simmetria inserendo in ogni equazione di (2.2.1) il termine h⌘

i

sin(✓
i

) con
⌘ = (⌘

i

)

i=1,...,N

2 {�1, 1}N ed h > 0 parametro al pari di K. Con questa scelta, che
equivale a considerare un campo magnetico non nullo (h > 0) agente su ogni oscillatore
come nel modello XY (2.1.3), il modello continua ad essere reversibile: l’hamiltoniana
(2.2.7) si scrive come

H
N

(✓) = � 1

2N

N

X

i,j=1

cos(✓
j

� ✓
i

)� h
N

X

i=1

⌘
i

cos(✓
i

).

L’insieme delle soluzioni (Teorema 2.10) è adesso costituito da un numero finito di ele-
menti, in particolare dalle sole soluzioni che hanno «direzione» perpendicolare o parallela
al campo magnetico. Per un’analisi di questo caso, anche nel setting non reversibile, si
veda [21].

2.2.4. Risultati per il caso reversibile. I risultati essenziali sulla stabilità e sul
comportamento asintotico delle soluzioni, sia nel caso finito che nel caso infinito, si trovano
principalmente nei tre articoli [46, 44, 9].

Per quanto riguarda la stabilità del profilo incoerente rimandiamo per i dettagli a
[46], in cui si prova che c’è stabilità lineare per K  1 e, per K < 1, si esibisce una
funzione di Liapounov che prova che 1

2⇡

è globalmente attrattivo. In particolare se ne dà
anche una stima di convergenza.

Nel caso K > 1 la soluzione 1

2⇡

è sì instabile, ma esiste una varietà di soluzioni che
converge (in norma!) ad essa. In [46] si dà una caratterizzazione esplicita di questa
varietà, in particolare per ogni q

0

(·) 2 U , dove

U :=

⇢

⇢ 2 M
1

(S) :

Z

S
exp(i✓)⇢(d✓) = 0

�

,

si ha che (2.2.11) si riduce all’equazione del calore @

@t

q
t

(✓) =

1

2

@

2

@✓

2 qt(✓). Quest’ultima
rilassa alla soluzione 1

2⇡

.
Sempre in [46] si trova la dimostrazione che la varietà

M := {q
 

(·) : q
 

(·) := q(·�  ) e  2 S} ,

è invariante e stabile. «Stabilità» ed «invarianza» derivano dal carattere della varietà
che, come dimostrato (e spiegato) in [44], è iperbolicamente invariante.
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Figura 2.2.2. A partire da una condizione iniziale p
0

non necessa-
riamente C0, che contiene la prima armonica, la soluzione di (2.2.11)
converge ad un elemento della varietà M . Immagine tratta da [9].

Nonostante M sia una varietà stabile di soluzioni, una soluzione q
 

(·) non è essa
stessa (asintoticamente) stabile, in altri termini partendo da una soluzione q

 

0 non troppo
distante la soluzione di (2.2.11) non converge a q

 

. Si può provare di più in effetti,
riportiamo senza dimostrazione il (notevole) risultato di Bertini et al. [9]:

Teorema 2.12. Si scelga una costante positiva ⌧
f

ed una probabilità q
0

2 M
1

\U . Se
per ogni ✏ > 0

lim

N!1
P
⇣

k⌫
N,t

� q
0

k�1

 ✏
⌘

= 1,

allora esiste una costante  
0

che dipende unicamente da q
0

(·) e, per ogni N , un processo
continuo {B

N,⌧

}
⌧�0

, adattato alla filtrazione naturale di {B
i

(·)}
i=1,2,...,N

tale che B
N,· 2

C0

([0, ⌧
f

];R) converge debolmente ad un moto browniano standard e per ogni ✏ > 0

lim

N!1

⇣

�

�⌫
N,⌧N

� q
 0+D

K

B

N,⌧

�

�

�1

 ✏
⌘

= 1,

dove ✏
N

:= C/N, C = C(K, q
0

, ✏) > 0, e

D
K

:=

1q
1�

(

R
S exp(2Kr cos(✓))d✓

)

�2
.

Le norme k·k�1

sono associate un opportuno spazio di Hilbert (rigged Hilbert space,
già introdotto in [8], vederne le referenze all’interno per una bibliografia più completa).

Osservazione 2.13. Il teorema (2.12) ci dice che, fissato N , la misura empirica
converge quasi istantaneamente ad una soluzione q

 0 2 M e poi, sulla varietà M , si
comporta come un moto browniano su tempi di ordine N ! Questo è dovuto al fatto che
la parte deterministica di (2.2.1) (o di (2.2.11) se si vuole) costringe la soluzione a restare
su M , da qui la stabilità della varietà, mentre il rumore tende a farla scappare via: in
definitiva l’effetto che si ottiene è che esiste una componente tangenziale alla varietà M
dovuta al rumore presente, che innesca un moto browniano definito sulla varietà delle
soluzioni sincronizzate.

Osservazione 2.14. Rimandiamo alle simulazioni del capitolo 4 che evidenziano il
moto browniano del centro su tempi di ordine N .
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2.3. Equivalenza XY - KR

Il collegamento fra modello XY e modello di Kuramoto sta nella misura inviariante
per i processi stocastici considerati. Il modello di Kuramoto (reversibile) è il modello XY
in cui ogni stato è forzato a soddisfare una precisa equazione differenziale stocastica (ed
a volte si parla di modello XY stocastico [53]). In particolare, si prescrive che ogni stato
✓
i

debba soddisfare l’equazione di diffusione

(2.3.1) d✓
i

(t) = �KrH
N

(✓(t))dt+ dB
i

(t),

con H
N

proprio (2.2.7) e ovviamente ✓(t) = (✓
1

(t), . . . , ✓
N

(t)). Dal punto di vista del
modello XY è interessante ad esempio studiare le proprietà della misura reversibile as-
sociata a (2.3.1), durante l’evoluzione temporale di quest’ultimo (si vedano ad esempio
[99, 100]). Diamo nelle prossime sottosezioni un’idea di come si definisce una dinamica
standard per un modello di particelle interagenti in Meccanica Statistica.

2.3.1. Dinamiche microscopiche. Seguendo le notazioni della sezione 2.1, sia ⇤ ⇢
Zd finito e S = {0, 1} lo spazio degli stati. Una generica configurazione ! è un elemento
dello spazio ⌦ := {0, 1}⇤, indicheremo con !(x) lo stato nel sito x 2 ⇤. Intuitivamente
possiamo pensare ad un gas che occupa un certo volume e tale che ogni sua particella
risieda in una cella di coordinate intere nello spazio. Una delle possibili interpretazioni
che si dà alla scelta S = {0, 1} è quella di pensare che in ogni cella x ci possa risiedere una
particella, in tal caso !(x) = 1, o nessuna, che equivale a !(x) = 0. Per questa ragione si
parla di hard core exclusion: ogni cella non può contenere più di una unità.

La dinamica di un sistema così definito può essere vista come una successione di
scambi fra un sito e l’altro. Un passo elementare consisterà quindi nel salto di una certa
particella, dal sito x al sito y. Se ! è la configurazione prima del balzo, dunque !(x) = 1

e !(y) = 0, allora dopo il salto da x a y indichiamo la nuova configurazione con

!xy

(u) =

8

>

<

>

:

!(y), u = x,

!(x), u = y,

!(u), u 6= x, y.

Assumiamo che questo tipo di salto avvenga ad un rate c(x, y,!) quando la configurazione
è !. Se !(x) = 0 e !(y) = 1, allora c(x, y,!) è anche il rate del salto da y ad x. Dunque
c(x, y,!) è interpretabile come il tasso di scambio (rate of exchange) fra i siti x ed y.
Quindi

c(x, y,!) = c(y, x,!) � 0,

e, per convenzione,
c(x, y,!) = 0, se !(x) = !(y).

In genere per evitare casi degeneri si richiede sempre che c(x, y,!) > 0 per |x� y| = 1 e
!(x) 6= !(y). A questo punto si definisce l’operatore L agente sulle funzioni f : {0, 1}⇤ !
R, nel seguente modo:

(2.3.2) Lf(!) = 1

2

X

x,y2⇤

c(x, y,!) [f(!xy

)� f(!)] .

L è detto generatore del processo di salto di Markov (Markov jump process generator). A
partire da questo operatore è possibile, sotto opportune ipotesi per le funzioni c(x, y,!),
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definire un processo di Markov e quindi una dinamica per il sistema di particelle interagen-
ti considerato ([89, 64]); in genere si richiede che c(x, y,!) sia invariante per traslazioni
e a supporto compatto. Per il processo ottenuto si studiano ergodicità, misure invarianti
e misure reversibili.

Osservazione 2.15. E’ interessante notare il parallelo con il generatore infinitesima-
le definito in (2.2.4). In effetti la costruzione del processo di Markov qui sopra definito
e quella del processo di diffusione definito in (2.2.8) è la stessa e si basa sulla costruzio-
ne dell’operatore L. Lo studio delle ipotesi che portano alla costruzione di un processo
di Markov a partire da un (pre)generatore L si può trovare in [64] (che fornisce an-
che un’ottima bibliografia) e si basa sul celebre teorema Hille-Yosida [107] di analisi
funzionale.

2.3.2. Misure invarianti e reversibilità per sistemi di particelle interagenti.
Definito un sistema su ⇤ ⇢ Zd ed assegnata un’hamiltoniana H , si assegnano le funzioni
c(x, y,!). In generale queste vengono definite in funzione dell’hamiltoniana H ; è lecito
pensare che la dinamica di un sito dipenda dallo stato del sistema stesso sebbene non sia
obbligatorio (per esempi standard si vedano sempre [89, 64]). Quando vale la condizione

(2.3.3) c(x, y,!) = c(x, y,!xy

) exp [� (H (!xy

)� H (!))] ,

analoga a (2.2.2) e nota ancora come bilancio dettagliato, la misura di Gibbs µ(!) =

1

Z

exp(�H (!)) è la misura reversibile per il processo appena costruito. Vale infatti che

Proposizione 2.16. Siano c(x, y,!) tali che vale (2.3.3), L definito da (2.3.2) e sia
µ(!) = 1

Z

exp(�H (!)). Allora vale che

(2.3.4) E
µ

[gLf ] = E
µ

[fLg] ,

per ogni f, g 2 L2

�

{0, 1}⇤,R, µ
�

.

Dimostrazione. Calcoliamo

E
µ

[gLf ] = 1

Z

X

!2⌦

g(!)

0

@

1

2

X

x,y2⇤

c(x, y,!) [f(!xy

)� f(!)]

1

A

exp(�H (!)) =

=

1

2Z

X

!

g(!)
X

x,y

f(!xy

)c(x, y,!) exp(�H (!))+(2.3.5)

�
X

!

f(!)
X

x,y

g(!)c(x, y,!) exp(�H (!)).(2.3.6)

Il termine (2.3.5) si può riscrivere usando (2.3.3) e con un cambio di variabile:
1

2Z

X

!

g(!)
X

x,y

f(!xy

)c(x, y,!) exp(�H (!)) =

=

1

2Z

X

!

X

x,y

g(!)f(!xy

)c(x, y,!xy

) exp(�H (!xy

)) =

=

1

2Z

X

!

X

x,y

g(!xy

)f(!)c(x, y,!) exp(�H (!)).(2.3.7)

Mettendo insieme (2.3.6) e (2.3.7) si ottiene prorio E
µ

[fLg]. ⇤
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In particolare, a partire dall’hamiltoniana (2.1.4), il modello XY ha la stessa misura
reversibile del modello KR.

Osservazione 2.17. Per risultati ed esempi più specifici circa l’operatore L e la
dinamica di modelli mean-field, come il modello di Curie-Weiss, rimandiamo a [20].



CAPITOLO 3

Sincronizzazione su grafi aleatori

In questo capitolo consideriamo il modello XY definito su di una certa classe di grafi
aleatori. Mostreremo che sotto l’ipotesi che il grado per sito diverga, ovvero d(N)

i

! 1
per N che tende ad infinito e per ogni i = 1, . . . , N , l’energia libera esiste e converge
all’energia libera classica del modello XY mean-field (2.1.5). Per fare questo proveremo
che la stessa cosa vale anche per il modello q-state clock e che, nel limite, le energie libere
dei due modelli coincidono. Le idee qui riportate prendono spunto dal lavoro di Bovier e
Gayrard del 1993 [13], in cui il risultato viene dimostrato per il modello di Ising.

Il capitolo è diviso in tre sezioni, nella prima il risultato è provato per grafi Erdős-
Rényi «generici», ovvero non simmetrici che ammettono self-loops, nella seconda sezione
si mostra che lo stesso argomento è applicabile alla classe dei grafi ER. Infine, l’ulti-
ma sezione propone una generalizzazione del risultato ad un’altra classe di grafi detti
«inomogenei».

3.1. Grafi generici

Sia p = p(N) una successione a valori in (0, 1] e sia (i, j) 2 N⇥N una coppia di indici
naturali. Introduciamo lo spazio di probabilità (⌦

i,j

,⌃
i,j

, P ), dove ⌦
i,j

= {0, 1}N, ⌃
i,j

la �-algebra dei boreliani su {0, 1}N, e la variabile aleatoria ⇠
i,j

(N) è una Bernoulli di
parametro p(N) a valori in {0, 1}.

Sia (⌦,⌃,P
⇠

) lo spazio di probabilità prodotto definito da

(⌦,⌃,P
⇠

) =

0

@

Y

i,j2N⇥N
⌦

i,j

,
Y

i,j2N⇥N
⌃

i,j

,
Y

i,j2N⇥N
P

1

A ,

e sia ⇠
N

= {⇠
i,j

(N)}
i,j=1,...,N

la famiglia di variabili aleatorie definite sul cilindro {! 2
⌦ : !

i,j

2 ⌦

i,j

8(i, j) 2 {1, ..., N}2}, indicheremo con ⇠ la variabile ⇠
N

quando non ci
sarà ambiguità. Con un abuso di notazione ⇠ rappresenterà anche il grafo con matrice di
adiacenza ⇠.

Sia dunque ⇠ un elemento di ⌦. Fissato N 2 N, definiamo caso aleatorio del modello
XY mean-field il seguente modello XY 1-dimensionale con hamiltoniana definita da

(3.1.1) H ⇠

XY

(N, s) = � 1

2p(N)N

N

X

i,j=1

⇠
i,j

(N) cos(✓
i

� ✓
j

), s 2 TN .

52
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Misura di Gibbs ed energia libera sono rispettivamente date da

µ⇠
XY

(N, s) =
exp(�H ⇠

XY

(N,s))

Z

⇠

XY

(N)

, s 2 TN ,

f⇠
XY

(N) =

1

N

lnZ⇠
XY

(N) =

1

N

lnE
h

exp(�H ⇠

XY

)

i

.

Scriveremo ancora una volta la costante di normalizzazione Z⇠
XY

(N) come:

Z⇠
XY

(N) =

Z

TN

exp(�H ⇠

XY

(N, s))�
N

(ds) = E
h

exp(�H ⇠

XY

(N))

i

.

Siamo interessati a studiare l’esistenza dell’energia libera del caso aleatorio del mo-
dello XY mean-field

f⇠
XY

= lim

N!1
f⇠
XY

(N).

Per fare ciò, approssimeremo il caso aleatorio del modello XY con il caso aleatorio del
modello q-state clock, la cui hamiltoniana si scrive come

(3.1.2) H ⇠

q

(N, s) = � 1

2p(N)N

N

X

i,j=1

⇠
i,j

(N) cos(✓
i

� ✓
j

), s 2 QN ,

e le altre definizioni invariate a meno dell’apice ⇠.
Siamo in grado di enunciare il risultato principale:

Teorema 3.1. Data una funzione p : N ! (0, 1] tale che p(N)N " 1, si ha che l’e-
nergia libera del caso aleatorio del modello XY esiste e converge all’energia libera classica
del modello XY mean-field (2.1.5) su quasi ogni grafo ⇠ 2 ⌦. In formula:

f⇠
XY

= lim

N"1
f⇠
XY

(N) = f
XY

per q.o. ⇠ 2 ⌦.

La dimostrazione avviene in più passaggi:
• Stima della differenza fra hamiltoniana del caso aleatorio e hamiltoniana classica.
• Risultato intermedio: l’energia libera del caso aleatorio del modello q-state clock

converge all’energia libera classica del q-state clock (2.1.7) per quasi ogni grafo
⇠ 2 ⌦.

• Il modello q-state clock approssima il modello XY per il numero degli stati che
tende all’infinito: in particolare, le energie libere coincidono nel limite.

3.1.1. Stima di concentrazione per l’hamiltoniana. In questa sezione ricavia-
mo un risultato di grandi deviazioni per stimare la differenza fra hamiltoniana del caso
aleatorio ed hamiltoniana classica. La stima varrà per entrambi i modelli citati sopra:
modello XY e modello q-state clock.

Osserviamo che il valore atteso dell’hamiltoniana del caso aleatorio, rispetto allo
spazio di probabilità dei grafi (⌦,⌃,P

⇠

), coincide con l’hamiltoniana classica. Indicando
con E

⇠

il valore atteso associato a P
⇠

, si ha:

E
⇠

⇥

H ⇠

(N)

⇤

= H (N).

Laddove la dipendenza di H da ⇠ non è esplicita ci stiamo riferendo all’hamiltoniana
classica. Stimare la differenza fra le due hamiltoniane, si riduce a stimare la seguente
probabilità:

P
⇠

�

�

�H ⇠

(N)� E
⇠

⇥

H ⇠

(N)

⇤

�

� > �N
�

.



3.1. GRAFI GENERICI 54

Nel momento in cui non si assegnano pedici specifici all’hamiltoniana e non se ne specifica
la configurazione, allora il risultato vale per entrambi i modelli, XY e q-state clock, e per
qualsiasi configurazione scelta.

Abbiamo

Proposizione 3.2. Sia N 2 N e sia � : N ! [0,1) tale che �

1�p

 1. Allora per
qualsiasi configurazione si ha

P
⇠

⇣

�

�H ⇠

(N)� H (N)

�

� > �N

2

⌘

 2 exp

⇣

� p

3(1�p)

�2N2

⌘

.

Dimostrazione. Consideriamo soltanto una delle due code ed utilizziamo la disu-
guaglianza di Markov esponenziale:

P(X � a)  inf

t�0

exp {�ta+ lnE [exp(tX)]} .

Sia
˜H ⇠

(N) := 2

⇥

H ⇠

(N)� H (N)

⇤

=

1

pN

N

X

i,j=1

(⇠
i,j

� p) cos(✓
i

� ✓
j

),

indicando cos(✓
i

� ✓
j

) con q
i,j

, e ˜H ⇠

(N) con ˜H , dobbiamo dunque stimare

lnE
⇠

h

exp

⇣

t ˜H
⌘i

= lnE
⇠

2

4

exp

0

@

t

pN

X

i,j

(⇠
i,j

� p)q
i,j

1

A

3

5 .

Per le proprietà delle funzioni esponenziale e logaritmo e grazie all’indipendenza delle
variabili ⇠

i,j

, si ottiene

lnE
⇠

2

4

exp

0

@

t

pN

X

i,j

(⇠
i,j

� p)q
i,j

1

A

3

5

= lnE
⇠

2

4

Y

i,j

exp

⇣

t

pN

(⇠
i,j

� p)q
i,j

⌘

3

5

=

= ln

Y

i,j

E
⇠

h

exp

⇣

t

pN

(⇠
i,j

� p)q
i,j

⌘i

=

X

i,j

lnE
⇠

h

exp

⇣

t

pN

(⇠
i,j

� p)q
i,j

⌘i

,

a questo punto svolgendo il valore atteso, troviamo
X

i,j

lnE
⇠

h

exp

⇣

t

pN

(⇠
i,j

� p)q
i,j

⌘i

=

=

X

i,j

ln

h

p exp
⇣

t

pN

(1� p)q
i,j

⌘

+ (1� p) exp
�

� t

N

q
i,j

�

i

.

Osserviamo che quest’ultima funzione è convessa rispetto a q
i,j

, infatti calcolandone
la derivata si ottiene

@

@q

ln

h

p exp
⇣

t

pN

(1� p)q
⌘

+ (1� p) exp(� t

N

q)
i

=

=

(1�p)

t

N

exp

⇣
t

pN

(1�p)q

⌘
�(1�p)

t

N

exp(� t

N

q)

p exp

⇣
t

pN

(1�p)q

⌘
+(1�p) exp(� t

N

q)

=

=

(1�p)

t

N

h
exp

⇣
t

pN

(1�p)q

⌘
�exp(� t

N

q)

i

p exp

⇣
t

pN

(1�p)q

⌘
+(1�p) exp(� t

N

q)

,

positivo per q > 0 e negativo altrimenti.
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Possiamo dunque limitarci a studiare lnE
⇠

h

exp

⇣

t

pN

(⇠
i,j

� p)
⌘i

, avendo minorato
tutto con il massimo fra i q

i,j

, ovvero 1:

lnE
⇠

h

exp(t ˜H )

i


P

N

i,j=1

ln

h

p exp( t

pN

(1� p)) + (1� p) exp(� t

N

)

i

=

= N2

ln

h

p exp( t

N

1�p

p

) + (1� p) exp(� t

N

)

i



 N2

ln



p

✓

1 +

t

N

1�p

p

+

1

2

t

2

N

2

⇣

1�p

p

⌘

2

+

⇣

t

N

1�p

p

⌘

3

◆

+ (1� p)
⇣

1� t

N

+

1

2

t

2

N

2 �
�

t

N

�

3

⌘

�

=

= N2

ln

h

1 +

1

2

t

2

N

2

⇣

(1�p)

2

p

+ (1� p)
⌘

+

t

3

N

3

⇣

(1�p)

3

p

2 � (1� p)
⌘i



 N2

ln

h

1 +

1

2

t

2

N

2
1�p

p

+

t

3

N

3
1�p

p

2

i

,

dove abbiamo sfruttato la disuguaglianza et�(1+t+ 1

2

t2)  t3 che vale per ogni |t|  1 ed
il fatto che p ed 1� p sono minori uguali ad 1. Dobbiamo allora assicurarci che t

pN

(1� p)

e t

N

siano minori uguali ad 1, ciò vale ad esempio se t

pN

 1. In particolare sotto questa
condizione, si ha

lnE
⇠

h

exp(t ˜H )

i

 N2

ln

h

1 +

1

2

t

2

N

2
1�p

p

+

t

3

N

3
1�p

p

2

i



=

1

2

t2 1�p

p

+

t

3

pN

1�p

p

 3

2

t2 1�p

p

.

A questo punto il calcolo di

inf

0 t

pN

1

exp

n

3

2

t2 1�p

p

� t�N
o

,

porta al valore t = �Np

3(1�p)

che effettivamente rispetta la condizione t

pN

 1, a patto di
scegliere � = �(N) come nelle ipotesi,

t

pN

 �

3(1�p)

< 1.

Sostituendo il valore trovato si conclude:

P
⇠

⇣

H ⇠

(N)� H (N) > �N

2

⌘

 inf

0 t

pN

1

exp

n

3

2

t2 1�p

p

� t�N
o

=

=exp

⇣

� p

3(1�p)

�2N2

⌘

.

⇤

3.1.2. Convergenza dell’energia libera per il q-state clock. Costruiamo un
sottoinsieme dello spazio dei grafi ⌦⇤ ⇢ ⌦, sul quale l’energia del q-state clock del caso
aleatorio coincide con quella classica e mostriamo che P

⇠

(⌦

⇤
) = 1.

Definiamo, come nell’articolo di Bovier, l’insieme

e

⌦

N

=

\

s2Q

N

n

⇠ 2 ⌦ :

�

�H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N)

�

� < �N

2

o

e di conseguenza

⌦

⇤
=

n

⇠ 2 ⌦ : 9N
0

2 N s.t. 8N � N
0

, ⇠ 2 e⌦
N

o

.
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Se proviamo che vale
P

N2N P
⇠

(

e

⌦

{
N

) < 1, allora applicando Borel-Cantelli (ad
esempio in [57]) si ha che

(3.1.3) P
⇠

 

lim sup

N"1
e

⌦

{
N

!

= 0

e di conseguenza ⌦⇤ ha misura 1. Una condizione sufficiente per la convergenza della serie
è data dal seguente

Lemma 3.3. Sia N 2 N, nelle stesse ipotesi del teorema 3.1 con e⌦
N

definito come
sopra, si ha

P(e⌦{
N

)  2 exp

⇣

�N
h

�

2
Np

2(1�p)

� ln q
i⌘

.

In particolare esiste C > 0 tale che, per ogni funzione �, con �(N) � C
q

ln(q)

pN

, si ha
convergenza esponenziale.

Dimostrazione. I particolari:

P
⇠

(

e

⌦

{
N

) 
P

s2Q

N

P
⇠

⇣

�

�H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N)

�

� > �N

2

⌘




P

s2Q

N

2 exp

⇣

�N
h

pN

3(1�p)

�2
i⌘

= 2 exp

⇣

�N
h

Np

2(1�p)

�2 � ln q
i⌘

.

Abbiamo dunque
Np

2(1�p)

�2 � ln q > 0 , �(N) � Cp
pN

, C > 0.

⇤

Osservazione 3.4. La dimostrazione appena fatta non è replicabile per il modello
XY in quanto lo spazio delle configurazioni non ha cardinalità finita.

Mettendo tutti i pezzi assieme si arriva al primo risultato di convergenza per il modello
q-state clock.

Proposizione 3.5. Nelle stesse ipotesi del Teorema 3.1, fissato q 2 N, allora si ha
che per quasi ogni ⇠ 2 ⌦ e per ogni configurazione s 2 QN esiste N

0

2 N tale che
�

�H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N)

�

� < �(N)N, 8N � N
0

,

che implica
�

�f⇠
q

(N)� f
q

(N)

�

� < �(N), 8N � N
0

.

In particolare, scegliendo � = �(N) � C
q

ln(q)

pN

e tale che � # 0 si ha che

f⇠
q

= lim

N"1
f⇠
q

(N) = f
q

per q.o. ⇠ 2 ⌦.

Dimostrazione. La prima affermazione è diretta conseguenza del lemma preceden-
te; per convincersi della seconda basta osservare che

�

�f⇠
q

(N)� f
q

(N)

�

�

=

1

N

�

�

�

�

ln

E
⇠

[

exp

(

H ⇠

q

(s,N)

)]

E
⇠

[exp(H
q

(s,N))]

�

�

�

�

.
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Dato che X = exp

�

H ⇠

q

(s, N)

�

e Y = exp

�

H ⇠

q

(s, N)

�

sono variabili aleatorie positive,
applicando

E
⇠

[X]

E
⇠

[Y ]

=

E
⇠

[Y (X/Y )]

E
⇠

[Y ]

= EY

⇠

⇥

X

Y

⇤

= EY

⇠

⇥

exp(H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N))

⇤

,

si ha
�

�f⇠
q

(N)� f
q

(N)

�

�

=

1

N

�

�

lnEY

⇠

⇥

exp(H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N))

⇤

�

� 
 1

N

lnEY

⇠

⇥

exp(

�

�H ⇠

q

(s, N)� H
q

(s, N)

�

�

)

⇤



 1

N

lnEY

⇠

h

exp

⇣

�(N)

2

N
⌘i

=

�(N)

2

.

⇤
3.1.3. Il modello q-state clock approssima il modello XY. E’ facile convincersi

che, grazie ad un’opportuna scelta del numero degli stati, le variabili termodinamiche del
q-state clock model sono arbitrariamente vicine a quelle del modello XY. Tuttavia cercare
una stima uniforme non ha molto senso a causa della presenza di configurazioni forzanti
disuguaglianze

�

�

�

H ⇠

XY

(N)� H ⇠

q

(N)

�

�

�

 4⇡ N

pq

: è nostro interesse eliminare la dipendenza
da p.

Con la stessa idea della stima in probabilità vista precedentemente definiamo l’insieme

⌦

N

=

8

<

:

⇠ 2 ⌦ :

�

�

�

�

�

�

N

X

i,j=1

⇠
i,j

� E
⇠

(

N

X

i,j=1

⇠
i,j

)

�

�

�

�

�

�

 3pN2

9

=

;

e cerchiamo ancora una volta di stimare P
⇠

(⌦

{
N

).
Lemma 3.6. Definito ⌦

N

come sopra, allora

P
⇠

(⌦

{
N

)  exp

�

�pN2

 

.

In particolare esiste N
1

2 N tale che, per quasi ogni ⇠ 2 ⌦, si ha
N

X

i,j=1

⇠
i,j

 4pN2, 8N � N
1

.

Dimostrazione. Ancora una volta usiamo la disuguaglianza di Markov esponenziale
P(X � a)  inf

t�0

exp {�ta+ lnE [exp(tX)]} ,

con

X =

N

X

i,j=1

⇠
i,j

� pN2

=

N

X

i,j=1

˜⇠
i,j

,

a =3pN2.

˜⇠
i,j

variabili centrate con varianza p(1 � p). Il calcolo è del tutto simile a quello della
Proposizione 3.2:

lnE
⇠

2

4

exp

0

@t
N

X

i,j=1

˜⇠
i,j

1

A

3

5 
N

X

i,j=1

ln [p exp(t) + (1� p)] 

pN2

(exp(t)� 1).
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L’estremo inferiore
inf

t�0

exp

�

�pN2

(3t+ 1� exp(t))
 

è banale. In particolare esiste t tale che 3t+1�exp(t) > 1, da cui la prima disuguaglianza
del lemma:

P
⇠

(⌦

{
N

)  inf

t�0

exp

�

�pN2

(3t+ 1� exp(t))
 

< exp

�

�pN2

 

.

Per il secondo punto, utilizzando ancora una volta Borel-Cantelli si ha che, ridefinito

⌦

⇤
:= {⇠ 2 ⌦ : 9N

0

2 N s.t. 8N � N
0

,! 2 e⌦
N

\ ⌦
N

},

questi ha ancora misura 1. Per quasi ogni ⇠ 2 ⌦, vale
P

N

i,j=1

⇠
i,j

< 4pN2. ⇤

Possiamo adesso enunciare l’ultimo lemma.

Lemma 3.7. Sia N 2 N. Allora per quasi ogni ⇠ 2 ⌦ e per ogni configurazione ✓ 2 SN,
esiste s 2 QN tale che

�

�

�

H ⇠

XY

(✓, N)� H ⇠

q

(s, N)

�

�

�

 16⇡N

q

,

|H
XY

(✓, N)� H
q

(s, N)|  4⇡N

q

.

In particolare
�

�

�

f⇠
XY

(N)� f⇠
q

(N)

�

�

�

 16⇡ 1

q

,

|f
XY

(N)� f
q

(N)|  4⇡ 1

q

.

Dimostrazione. Se ✓ = (✓
i

)

N

i=1

2 SN , è sufficiente considerare l’elemento s 2 QN ,
s = (cos

˜✓
i

, sin ˜✓
i

), costruito in modo che ogni ˜✓
i

sia il più piccolo elemento di Q più vicino
a ✓

i

, ovvero che soddisfi:
0  ✓

i

� ˜✓
i

< 2⇡

q

, ˜✓
i

2 Q.

In questo modo si ottiene che
�

�

�

H ⇠

XY

(✓, N)� H ⇠

q

(s, N)

�

�

�

 1

pN

P

i,j

⇠
i,j

�

�

�

cos(✓
i

� ✓
j

)� cos(

˜✓
i

� ˜✓
j

)

�

�

�

=

=

2

pN

P

i,j

⇠
i,j

�

�

�

sin(

✓

i

�✓
j

2

+

˜

✓

i

�˜

✓

j

2

) sin(

✓

i

�✓
j

2

�
˜

✓

i

�˜

✓

j

2

)

�

�

�



 2

pN

P

i,j

⇠
i,j

�

�

�

sin(

✓

i

�˜

✓

i

2

� ✓

j

�˜

✓

j

2

)

�

�

�



 1

pN

P

i,j

⇠
i,j

⇣

�

�

�

✓
i

� ˜✓
i

�

�

�

+

�

�

�

✓
j

� ˜✓
j

�

�

�

⌘



 2

pN

2⇡

q

⇣

P

i,j

⇠
i,j

⌘

 16⇡N

q

.

Nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato il risultato del lemma precedente. La stima
per le hamiltoniane classiche segue direttamente scrivendo la definizione e minorando la
differenza dei coseni con la differenza degli angoli opportuni. Per le energie libere nel
caso aleatorio, analogamente a quanto fatto nella dimostrazione della Proposizione 3.5, si
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trova
�

�

�

f⇠
XY

(N)� f⇠
q

(N)

�

�

�

 1

N

lnEY

⇠

h

exp(

�

�

�

H ⇠

XY

(✓, N)� H ⇠

q

(s, N)

�

�

�

)

i



 1

N

lnEY

⇠

h

exp(16⇡N

q

)

i

=

=16⇡ 1

q

.

Ripetendo il calcolo per l’energie libere classiche, si ottiene

|f
XY

(N)� f
q

(N)|  4⇡

q

.

⇤

Possiamo ora dimostrare il teorema:

Dimostrazione. Sia q 2 N. Grazie alla disuguaglianza triangolare si ha
�

�

�

f⇠
XY

(N)� f
XY

(N)

�

�

�


�

�

�

f⇠
XY

(N)� f⇠
q

(N)

�

�

�

+

�

�f⇠
q

(N)� f
q

(N)

�

�

+

+ |f
q

(N)� f
XY

(N)| ,

passando al limite

lim

N"1

�

�

�

f⇠
XY

(N)� f
XY

(N)

�

�

�

 16⇡ 1

q

+ 0 + 4⇡ 1

q

= 20⇡ 1

q

.

Data l’arbitrarietà di q, si conclude. ⇤

3.2. Grafi Erdős–Rényi

L’ipotesi più importante che abbiamo utilizzato per mostrare il risultato precedente
è stata l’indipendenza delle variabili ⇠

i,j

. Nel caso di grafi Erdős-Rényi questa ipotesi
continua a valere definiendo uno spazio di probabilità leggermente diverso:

(⌦,⌃,P) =

0

B

B

@

Y

i<j

(i,j)2N⇥N

⌦

i,j

,
Y

i<j

(i,j)2N⇥N

⌃

i,j

,
Y

i<j

(i,j)2N⇥N

P

1

C

C

A

.

L’hamiltoniana in questo caso è:

˜H ⇠

(N) = � 2

pN

X

i<j

i,j2{1,...,N}

⇠
i,j

cos(✓
j

� ✓
i

).

I calcoli ripercorrono esattamente quelli visti nella sezione precedente. Da cui

Teorema 3.8. Data una funzione p : N ! (0, 1] tale che p(N)N " 1, si ha che l’e-
nergia libera del caso aleatorio del modello XY esiste e converge all’energia libera classica
del modello XY mean-field su quasi ogni grafo Erdős-Rényi ⇠ 2 ⌦. In formula:

f⇠
XY

= lim

N"1
f⇠
XY

(N) = f
XY

per q.o. ⇠ 2 ⌦.
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3.3. Modelli inomogenei

La dimostrazione precedente fa largo uso dell’ipotesi di indipendenza fra i ⇠
i,j

. Tut-
tavia il risultato è estremamente forte in quanto prova, sotto la sola ipotesi pN " 1, la
convergenza per quasi ogni grafo ⇠ 2 ⌦.

L’applicabilità a sistemi più complessi, dunque con una struttura topologica più ricca,
risulta però limitata. Questo è dovuto fondamentalmente alla natura dei grafi Erdős-
Rényi che li rende trattabili matematicamente, ma al contempo lontani dai networks che
si cercano di modellizzare attualmente, come ad esempio i social networks, reti con una
distribuzione di connessioni che segue una legge di potenza (si vedano scale free networks
oltre a tutti gli esempi di real networks in [98]). Per questo motivo è interessante estendere
il risultato ad una classe di grafi più generica.

Dopo una conferenza tenuta a Parigi1 dal professore olandese Remco van der Hofstad,
e sotto suo consiglio, crediamo che i modelli inomogenei rappresentino un punto d’inizio
interessante per progredire su questa strada.

Un modello inomogeneo è un grafo ER a cui sono stati applicati dei pesi su ogni
vertice in maniera aleatoria. Più il peso è relativamente grande rispetto a quello degli altri
vertici, più il nodo è ricco di connessioni. L’introduzione di questa gerarchia fa perdere
l’indipendenza fra i vertici, ingrediente essenziale di un ER, ma mantiene l’indipendenza
asintotica che, con buoni auspici, potrebbe assicurare una forma di convergenza, magari
più debole, e l’ottenimento di un risultato analogo a (3.1) per una classe ulteriore di grafi.

E’ possibile dimostrare, si veda sempre [98], che con un’appropriata scelta dei pesi
un modello inomogeneo tende ad assumere le stesse proprietà statistiche di un grafo
scale-free, rendendo lo studio di questi grafi anche di interesse applicativo.

1Ising models on random graphs, Van der Hofstad, Remco - Groupe de Travail Modélisation - 1
Dicembre 2016, Paris Diderot.



CAPITOLO 4

Simulazioni

Il lavoro precedente rappresenta un risultato collaterale dell’essersi posti un traguardo
più ambizioso: capire perché la dinamica di sistemi complessi definiti su grafi aleatori
risulti, dopo opportuni scaling, perfettamente indistinguibile dal caso mean-field.

Più precisamente, seguendo [28], l’intuito ci porta a pensare che, nel limite per N che
tende ad infinito, non soltanto proprietà termodinamiche risultino invariate, ma che anche
la misura empirica del sistema su di un grafo aleatorio sia, su opportune scale di tempi,
approssimabile con quella mean-field: risultato ancora oggi insufficientemente chiaro.

Le simulazioni sono state uno strumento interessante per comprendere alcuni dei
risultati della ricerca attuale in Fisica ed altrettanto interessante per porsi domande più
profonde: quanto discosta il caso continuo dal caso finito? Su quale scala di tempi sono
confrontabili il modello di Kuramoto riscalato e definito su di un grafo aleatorio (1.3.1) e
quello standard (1.1.1)?

4.1. Metodo numerico

Presentiamo lo schema di approssimazione utilizzato per le simulazioni numeriche; se-
guiamo la falsa riga del capitolo Numerical Methods di [1], a cui rimandiamo per ulteriore
bibliografia e dettagli.

Supponiamo di avere un processo di diffusione di Itō del tipo

(4.1.1) dX
t

= b(X

t

)dt+ �(X

t

)dB
t

, 0 < t  T,

dove B è un moto browniano M -dimensionale , b : RN ! RN e � : RN ! RN⇥M sono
rispettivamente drift e coefficiente di diffusione. Le condizioni iniziali X

0

sono assegnate
e, come sappiamo, la soluzione X

t

è un processo stocastico N -dimensionale.
Quando � = 0 il problema diventa deterministico e l’equazione (4.1.1) è un’equazione

differenziale ordinaria che si può risolvere con uno dei tanti metodi standard. Nel nostro
caso in cui � è diverso da zero, lo schema più semplice per risolvere numericamente (4.1.1)
è una generalizzazione del metodo di Eulero, in particolare:

(4.1.2) X

j

= X

j�1

+ b(X

j�1

)�t+ �(X

j�1

)�B
j

, j = 1, . . . ,M.

dove �B
j

= B
j

� B
j�1

, e X

j

rappresenta un’approssimazione di X(t
j

), t
j

= j�t, con
�t = T

M

. Come noto, l’incremento browniano �B
j

è una variabile aleatoria distribuita
come una gaussiana di valore atteso nullo e varianza �t. L’espressione precedente può
essere dunque calcolata da qualsiasi calcolatore che abbia a disposizione un generatore di
numeri casuali.

Per quanto riguarda la stima dell’errore, nella letteratura si trovano due approcci
differenti a seconda che si ci concentri più sulla stima delle traiettorie o su quella dei

61
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momenti. La prima stima, detta forte, calcola
✏
s

= E [|X(T )�X

M

|] ,
che misura la vicinanza dei due cammini alla fine dell’intervallo di tempo considerato.
La seconda stima, detta debole, si concentra sullo stimare i momenti, o più generalmente
altri funzionali, del processo X(t). Ad esempio, l’errore sul momento primo è dato da

✏
w

= E [X(T )]� E [X

M

] .

Si può dimostrare che il metodo di Eulero presentato precedentemente è di ordine
1

2

come metodo «forte», ossia ✏
s

= O(�t
1

2

), mentre di ordine 1 come metodo «debole»,
ovvero ✏

w

= O(�t).
Il metodo utilizzato per le simulazioni qui presentate è più «preciso» in relazione

alle stime precedenti: di ordine 1 come metodo forte e di ordine 2 come metodo debole.
Abbiamo utilizzato la generalizzazione per funzioni stocastiche del metodo di Heun (detto
anche trapezium rule, [96]):

¯

X

j

=X

j�1

+ b(X

j�1

)�t+ �(X

j�1

)�B
j

,

X

j

=X

j�1

+

1

2

⇥

b(X

j�1

) + b(

¯

X

j

)

⇤

�t+

+

1

2

⇥

�(X

j�1

) + �(

¯

X

j

)

⇤

�B
j

, j = 1, . . . ,M.

Il tempo di esecuzione dell’algoritmo finale è di ordine O(tn2

). In tempo O(n2

) si
genera la matrice di adiacenza dell’eventuale grafo aleatorio considerato; per ogni tempo
t si calcola l’incremento per le n equazioni del sistema, laddove ognuna di queste contiene
la somma su n� 1 elementi che costituisce il termine di accoppiamento.

Il codice è stato scritto in Cython1 per Python 2.7: la generazione dei grafi usando
algoritmi standard della libreria networkx 2 mentre la routine della simulazione è scritta
in C. La generazione di numeri casuali è stata lasciata alla libreria numpy3. Sono stati
fatti test con seed differenti per evitare possibili correlazioni.

4.1.1. Caso analizzato. Per un generico i 2 {1, . . . N}, a partire dall’equazione

d✓
i

(t) =

0

@!
i

+

↵

N

N

N

X

j=1

⇠(N)

i,j

K sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))

1

A dt+ �dB
i

(t),

si è scelto !
i

= 0 (caso reversibile), � = 1, 1 < K  3 (presenza di soluzioni sincronizzate)
e ⇠ = {⇠(N)

i,j

}
i,j=1,...,N

un grafo Erdős-Rényi con probabilità p
N

2 (0, 1] (eventualmente 1
per comprendere il caso completo). Il coefficiente ↵

N

è prescritto dal Teorema 1.28, in
particolare nel nostro caso ↵

N

=

1

p

N

. Abbiamo dunque simulato il sistema

(4.1.3) d✓
i

(t) = K

Np

N

N

X

j=1

⇠(N)

i,j

sin(✓
j

(t)� ✓
i

(t))dt+ dB
i

(t), i = 1, . . . , N.

Per quanto riguarda la scelta del tempo di discretizzazione �t sono state fatte alcune
simulazioni preliminari per �t rispettivamente uguale a 0, 1, 0, 05 e 0, 01. Non notando
differenze significative per le ultime due scelte, si è proceduto impostando �t = 0, 05.

1http://cython.org/
2https://networkx.github.io/
3http://www.numpy.org/
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In tutti i casi l’algoritmo principale è consistito nella simulazione «simultanea» del
caso completo (ovvero ⇠(N)

i,j

= 1 per ogni i = 1, . . . , N ed ogni N > 0, ↵
N

⌘ 1) e del
caso aleatorio (⇠ = {⇠(N)

i,j

}
i,j=1,...,N

un grafo Erdős-Rényi con probabilità p
N

2 (0, 1) e
↵
N

=

1

p

N

). La dicitura «simultanea» è da intendere nel senso che i due sistemi sono stati
fatti evolvere secondo la stessa realizzazione di un moto browniano standard.

4.2. Moto del centro

Come abbiamo visto nel capitolo 1, la misura empirica di un sistema di equazioni
stocastiche, converge, per ogni scala di tempo finito, ad una misura di probabilità che
soddisfa un’equazione Fokker-Planck. Che cosa possiamo dire per tempi che sono funzione
della grandezza della popolazione? O meglio, fissato N , per quanto tempo la dinamica di
un sistema finito di particelle interagenti rimane vicina alla dinamica della Fokker-Planck
associata?

Per il modello di Kuramoto stocastico un risultato di convergenza uniforme in tempo è
stato provato su scale [0, T

N

], (con N numero degli oscillatori), rispettivamente per T
N

<p
N nel caso stocastico con disordine (si veda [67]) e T

N

< N per il caso reversibile (si veda
[9])). Vorremmo rimarcare il fatto che questi risultati non sono ulteriormente migliorabili
poiché su scale di tempi maggiori si ha una vera e propria deviazione rispetto al modello
continuo dovuta alla finitezza del sistema (che, come già visto in precedenza, produce
fluttuazioni e, nel caso reversibile, un vero e proprio moto del centro di sincronizzazione
(Teorema 2.12)).

Figura 4.2.1. Simulazione per N = 500, T = 10N , K = 2 e p
N

=

0.4. In rosso il caso aleatorio (originariamente chiamato sparso nelle
simulazioni) mentre in nero l’evoluzione della differenza.
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In questa sezione, tenendo a mente il Teorema 1.28, testiamo l’ipotesi che l’evoluzione
di KM possa approssimare lo stesso modello definito su di grafo aleatorio, con abbastanza
connessioni, per una scala di tempi maggiore dell’ordine logN . Ci stiamo ponendo la
seguente domanda: l’evoluzione di un sistema definito su di un grafo aleatorio (e riscalato)
è approssimabile con quella dello stesso sitema definito su di un grafo completo? Se sì,
per quali scale di tempi?

Ci siamo focalizzati sul caso reversibile, ovvero su (4.1.3): abbiamo lanciato contem-
poraneamente una simulazione per KR definito sul grafo completo ((4.1.3) con ↵

N

⌘ 1 e
⇠(N)

i,j

⌘ 1 per ogni i e per ogni N) ed una per KR rinormalizzato sul grafo aleatorio (dun-
que (4.1.3) con ⇠ = {⇠(N)

i,j

}
i,j=1,...,N

un grafo Erdős-Rényi con probabilità p
N

2 (0, 1) e
↵
N

=

1

p

N

) . A questo punto abbiamo ricavato su un file grafico l’evoluzione dei due centri
e l’abbiamo osservata per tempi di ordine N , in particolare abbiamo scelto T = 10N .

Per un valore di K poco più grande di K
c

= 1, abbiamo osservato che l’evoluzione
dei due sistemi è in un qualche senso stabile, nonostante non si possa dire che la dinamica
sia esattamente la stessa (Figure 4.2.1 e 4.2.2).

Figura 4.2.2. Simulazione per N = 2000, T = 10N , K = 2 e p
N

= 0.4.
In rosso il caso aleatorio, in nero l’evoluzione della differenza. Al crescere
di N lo scarto tende a ridursi rendendo auspicabile un risultato di
convergenza.

Per valori di K maggiori, la dinamica è pressoché indistinguibile anche per N = 500,
si veda la Figura 4.2.3. Questi risultati suggeriscono dunque un sì alla domanda iniziale
di questa sezione.

Osservazione 4.1. Nelle figure precedenti si osserva la dinamica dei centri delle
simulazioni. Come si può vedere per tempi di ordine N il centro non si stabilizza come
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Figura 4.2.3. Simulazione per N = 500, T = 20N , K = 3 e p
N

= 0.4.
I picchi nell’evoluzione della differenza sono il risultato dello scambio dei
due centri al «bordo» di S.

prescriverebbe un’equazione Fokker-Planck, al contrario si genera un moto browniano
(Teorema 2.12) sulla varietà delle soluzioni sincronizzate.

4.3. Grafi sparsi

Come abbiamo visto nei capitoli 1 e 3, è ragionevole aspettarsi che per grafi con
numero di connessioni per sito divergente al tendere di N all’infinito, l’evoluzione della
misura empirica sia analoga a quella del caso mean-field. Cosa succede nel caso in cui il
valore atteso del numero di connessioni per sito è finito, nonostante la popolazione cresca
infinitamente? Questa domanda è recentemente sorta anche in numerosi lavori di Fisica
Teorica [30, 36, 47, 71, 86].

Supponiamo di considerare una successione di grafi Erdős-Rényi tale che per ogni N
la probabilità che il ramo ⇠

i,j

esista sia uguale a c

N

, c > 0. Ovviamente consideriamo
soltanto il caso c > 1, altrimenti il grafo corrispondente risulta fortemente sconnesso
(questo ed altri risultati standard oramai classici possono essere trovati nei due seminal
papers di Paul Erdős e Alfréd Rényi del 1959 e 1961 [38, 39]). E’ chiaro che sotto
questa ipotesi, qualunque sia N 2 N, il numero atteso di connessioni per sito è pari a
c

N

N = c < 1. La dinamica è ancora mean-field?
La questione diventa allora interessante, sopratutto visti gli ultimi risultati di [29,

36, 86, 47] su modelli di Ising definiti su grafi sparsi che sono localmente degli alberi
(come lo sono gli Erdős-Rényi). E’ stato interessante simulare questi casi ed osservare
verso quale stato la misura empirica si sarebbe rilassata: la dinamica è apparsa diversa da
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Figura 4.3.1. Qui un caso limite: N = 5000, K = 3 e p
N

=

2

N

(ovvero
c = 2). Come si può vedere dal profilo in rosso esiste un plateau non nullo
di oscillatori che non risultano sincronizzati. Il profilo blu in trasparenza
è l’analogo nel caso completo, approssimativamente la curva segue la
soluzione exp(Kr cos(·� ✓

0

)), si veda il Teorema 2.10.

quella mean-field a causa di un plateau di oscillatori (più o meno) uniforme, inesistente
nel caso completo, Figur2 4.3.1 e 4.3.3.

Poiché si è scelto p
N

=

c

N

con c > 1, sul grafo si è creata una componente gigan-
te e si può inizialmente pensare che il plateau sia formato dagli oscillatori che non vi
appartengono. Anche rimuovendo dall’istogramma questi punti, il grafico non varia con-
siderevolmente verso la soluzione del caso completo, Figura 4.3.2. E questo per valori di
N anche relativamente grandi, come quelli mostrati in Figure 4.3.1 e 4.3.2.

Questi risultati suggeriscono che effettivamente la condizione pN " 1 sia necessaria
per ottenere un risultato fortemente analogo al caso mean-field, ma sopratutto aprono la
strada ad un’analisi più dettagliata per il caso sparso.



4.3. GRAFI SPARSI 67

Figura 4.3.2. Simulazione per N = 5000, K = 3 e p
N

=

2

N

.
In questo caso la componente connessa ha dimensione 2364 su 5000,
dall’istogramma sono stati rimossi tutti gli «oscillatori» che non le
appartengono.

Figura 4.3.3. Simulazione per N = 1000, K = 2 e p
N

=

2.5

N

. In questo
caso la componente connessa ha dimensione 893 su 1000. L’istogramma
verde rappresente la misura empirica sulla componente connessa, mentre
in rosso quella totale. I due profili non si discostano molto, distinguendosi
dal caso completo in cui non si ravvede il plateau uniforme di oscillatori.
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